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第 一 i 


基本 解 与 Cauchy 问题 


引言 ” 考虑 热传导 方程 


+ e 和 


Pu p.. p Ou Ou 
(0.1) E + + 5 0. 
(0.2) T(x, t; §, r) = (e — r)” 
(2 WE )” 
_ 2x ëy , 
x exp| 10 — r) | (>r) 


满足 (0.1)， 此 外 , 对 任何 一 个 对 于 某 个 4 > 0 LL O Lexpladei]} 
为 界 的 连续 函数 /(x), 积分 


(0.3) u(x, t) = 人 À | TG, t; Š,» 0) f(E)aé,- dEn 


当 T< 1/44, 0<: T 时 存在 ; 且 当 :1 一 0 时 

(0.4) u(x,t) —> f(x). 

P(x,t;850) 称 为 热传导 方程 的 基本 解 . 函数 u(x, t) 是 Cauchy 
问题 的 解 , 即 对 0<: 委 T RO. 1) 的 满足 初始 条 件 u(x,0) = f(x) 
的 问题 的 解 . 


热传导 方程 的 伴随 方程 定义 为 
(0.5) ` Ov +. 
Ox? Ox2 ð! 


容易 验证 ,对 于 每 一 国定 的 (zx, t) TC t E r) 作为 Gr) AH 
数 满足 (0.5)。 这 可 用 来 证 明 (0.1) 的 Cauchy 问题 ,对 于 某 个 k> 
0, 在 条 件 

(0.6) | u(x,t) = Ofexp[R> x3] } 


之 下 解 的 唯一 性 . | | 

在 这 一 章 中 我 们 将 对 有 Holder 连续 系数 的 二 阶 抛物 型 方程 
构造 基本 解 T(x, z; 8,7), RAF AR Cauchy 问题 . 在 对 方程 
系数 作 某 些 可 微 性 的 补充 假定 下 ， 对 伴随 方程 构造 基本 解 T*(x， 
t; Ès r), 使 得 T(x, t; 上 r) =T*(E,73 2,2). 我 们 将 利用 这 一 
关系 去 证 明 在 条 件 (0.6) 之 下 Cauchy 问题 解 的 唯一 性 . 
1. 定义 

我 们 以 Re 记 实 ” 维 欧 氏 空间 . 以 jz| 一 (J A) 定义 Re 


r=] 


的 点 x= (r++ ,xs) 到 原点 的 距离 CP * HI). 对 于 在 R? 的 
ENARA S 上 定义 的 函数 Xx)， 如 果 存 在 某 个 常数 4, 使 对 
S 中 所 有 的 r, y BA 
(1.1) Ife) —fG)| <Ale— yl’, 
”就 说 f(x) BAS 中 指数 为 alO<a < 1) 的 Hélder ERR. 使 
(1.1) 成 立 的 最 小 的 4 称 为 Halder 系数 .如果 5S 是 一 个 无 界 集 , 它 
与 每 一 个 有 界 闭 集 BREN. 如 果 对 于 每 一 有 界 AEB, € 
SOB PODR, 这 里 系数 4 可 以 与 BB 有 关 , 就 说 f(x) 是 3 中 
指数 为 “的 Holder 连续 函数 ,如果 可 取 4 与 8 无 关 , 就 说 f(x) 
是 一 致 Holder 连续 的 (指数 为 2 

如 果 S 是 一 个 开 集 ,而 (1.1) 关 于 每 一 有 界 闭 集 BCS 成 立 ,这 
里 系数 4 可 以 依赖 于 B, 就 说 f(x) 在 5 中 是 局 部 Holder 连续 的 
(指数 为 a)。 如 果 4 不 依赖 于 B, 就 说 f(x) 为 一 致 Holder 连续 
的 (指数 为 0). 

如 果 f(x) 依赖 于 参数 1, BEF |= FC 4), 又 Holder 系数 不 依 
赖 于 4, 就 说 f(x, 4) 对 于 x 是 Holder 连续 的 ,对 于 4 是 一 致 的 . 

有 时 对 于 不 同 的 模 |x| 定义 Holder 连续 性 是 方便 的 .例如 见 
下 面 的 《1.4) RB, AR. 

读者 不 难 验证 : 如 果 f+ ++ fm 都 是 Halder 连续 的 (指数 为 
a), 则 天 ,-…, fm 的 《分 母 不 为 零 的 ) 任何 有 理 函 数 也 是 Holder 连 
续 的 《指数 为 a). . 


e 2 » 


如 果 在 (1.1) 中 a = 1, 就 说 f(x) 是 Lipschitz 连续 的 ， 
考虑 微分 方程 


(1.2) L, = x aij x, 2i- -+ p bx, ye 一 一 


Da 
-+ clx, t)u -一 Or =), 


其 中 系数 ijs bi 和 < 均 定 义 在 柱 体 
O=DX [T T] = {e213 x*€D, Ts 和 过 7)} 

中 ,而 万 是 有 界 区 域 DCR 的 闲 包 .我 们 总 认为 《ni(x,z)) 是 对 
称 定 阵 , 即 dij = Aji. 如 果 和 矩阵 (ai(x, t)) 为 正定 ， 即 对 每 一 实 向 
BE=(E,,°°+,6,) 天 0， 有 erix，155i 盖 0， 就 说 算 子 工 在 
点 (*， 1) 是 抛物 型 的 (或 者 说 工 是 抛物 的 )、 如 果 工 在 8 的 一 切 点 
都 是 抛物 的 ， 就 说 工 在 8 中 是 抛物 的 . 如 果 存 在 正 的 常数 和 和 
,使 对 任意 实 向 量 $ 及 一 切 (x, 1) E 0 都 有 


(1.3) 和 人 | S 2 ci， DEE SLIEP’ 
D Lf oth RDE. 


本 章 将 处 处 假定 ， 
(4) 工 在 0 中 是 抛物 的 ; 


(4;) 工 的 系数 都 是 9 中 的 连续 函数 ， 且 对 所 有 的 Cr, EDK 


(x°, 2°) € 9 都 有 
(1.4) faeryt) — aulx st )| SAC lx — ree 
thel 
(1.5) l: Cæ, t) — blx°,t)| < Alex — x°|*, 
(1.6) (elx) — cx°,2)| S Ale — xefe, 


HA alrt) 是 有 界 集合 2 中 的 连续 函数 ，(4;) 就 意味 着 工 
在 9 中 也 是 一 致 抛物 的 , 即 (1.3) 对 不 依赖 于 (x, 1) € 9 的 正常 数 
lo 2, RX. | 
定义 Riles, DE Lu 一 0 在 某 个 区 域 A 中 的 解 ， 如 
果 所 有 在 上 ,中 出 现 的 w 的 导数 (好 Ou/Ox;, 0'u/Ox;0x;, Ou/3t) 


都 是 人 A 中 的 连续 函数 , 且 在 人 的 每 点 (x, 有 Lule, t) 一 0. 类 
似 的 定义 对 任意 微分 算 子 工 也 适用 . 

定义 Lu=0 (在 0 中 ) 的 基本 解 是 一 个 对 一 切 (x, 1) €Q, 
(E r)E Q, zz 都 有 定义 的 函数 T(x, t; sr), CEU Ti 
件 : 

Ci) 对 国定 的 (E, r) EQ, 作为 (x, t) (x € D,r<=i:< Tı) 
的 函数 它 满足 方程 Lu = 0; 

Gi) 对 于 在 D 中 的 每 一 连续 函数 (x), 当 xED 时 有 
(1.7) tim | PCx, #5 £5 r) IEE = 1), 
其 中 dë = dé,---dé,. 我 们 总 假定 区 域 D 是 Lebesgue 可 测 的 , 因 
为 这 是 一 个 很 自然 的 假定 , 往 后 我 们 就 不 提 它 了 . 

第 2 一 4 节 用 于 构造 基本 解 . 在 第 5 节 将 研究 它 的 某 些 性 质 . 
第 6 节 把 第 2 一 5 节 的 结果 推广 到 区 域 D 为 无 界 的 情形 . 
2. 拟 基本 解 方法 

设 Caila, 2)) X Caules t)) EM. > 
(2.1) 9x, E) = ds #99) (x; — &:) Cay — E) 


i j= 


其 中 y = (yist ayn). M C13), (1.4) 推出 
(2.2) lole — EPS PCE) S ale — El’, 
(2.3) faila, t) — ali(x°,2°)| SAC e x) e — 2° (9), 
其 中 Ao, RA’ 都 是 仅 依赖 于 lo 元 及 4 的 正 的 常数 . 
对 于 z >r, 我 们 引进 函数 
987 (x, 二) 


(24) w(x, t5 Es r) Gr op |34], 


(2.5) Z(x, t; Ë, r) = CCE, v)w**(x, t; Š, r), 

其 中 | 

(2.6) C(x, t) = (2V x ) [det CaCa, 4). 

对 每 一 固定 的 ($, 7), 函数 Z(x, 1; Er) 满足 常 系 数 方程 


n 


(2.7) Lulas) = > alë, r) CEt) — Sule) _ 9, 
i,f=1 | Ox,Ox; or 


es 4 « 


由 下 面 的 定理 1 还 可 推出 , 对 于 了 一 Z, (1.7) WER. 于 是 
Z(x, t; Esr) 是 Lu =0 的 基本 解 .为 了 构造 Lu 一 0 的 基本 
解 ,我 们 把 L 看 作 是 工 的 “首次 近似 ”, 而 视 Z 为 Lu 一 0 的 基本 
解 工 的 主要 部 分 ”， 然 后 ,我 们 试图 找 如 下 形式 的 工 : 


(28) Pe, 8 2) = ZC r Est) +È | ZC mo) 


X Pln, a; E, v)dndo, 
其 中 四 由 工 满足 方程 Lu 一 0 这 一 条 件 来 确定 . 
这 一 过 程 称 为 (E. E. Levi 的 ) 拟 基 本 解 方法 ，Z 称 为 拟 基本 
解 。 在 第 九 章 我 们 还 将 把 这 一 方法 用 于 构造 任意 阶 抛物 型 方程 组 
的 基本 解 . | 
定理 1。 f(x, 1) 为 0 中 的 连续 函数 , 则 
(2.9) | Kæst, 7) =| ZCes £3 E, ICE UAE 


为 (x, fs rv) (x€D, To Sr <: <S T) UEZ, 且 对 Cx, t) 
(x€S, To <t¢<T,) 一 致 地 有 a 
(2.10) lim I(x, i, T) = f(x, 1), 


其 中 5 为 万 的 任意 闭 子 集 . 

证 明 首先 考虑 f 和 4a; 都 是 常数 的 情形 , 假定 PP 
(aii), 其 中 P* 为 矩阵 了 的 转 置 . RRB = P(x — EE Ea. 
(x; — E) (zj 一 与 ) 化 为 35i。 以 D* 记 上 述 代 换 下 DD 的 象 ， 注意 
到 


IE E) En) = 1 ij\ 1-1/2 
Ble ttt Cn) detP [deta Ts 


我 们 就 得 到 
(2.11) I(x; Ls T) = leg To 
bl 
x exp| 4Cz 一 | dg = Jr t+ JR, 


其 中 Jr 为 在 球 1t| < R 上 所 取 的 积分 部 分 ,这 个 球 的 半径 尺 充 分 


小 (使 得 球 含 于 D* 中 ), 而 及 为 其 余部 分 . 
引进 极 坐标 ,我 们 得 到 


(2.12) Je = —t— 0, (1 — r)” 
CEDI 
x| op | -| 
©. -一 r r 
o SP 4(t— r) 
f R2/A(t—r) 
—. 27-1 | o” Dedo, 
OVa | 
其 中 
pk 
On, = 


是 单位 超 球面 的 面积 。 由 此 推 岂 
(2.13) limJg = f, 

AA REBER, 所 以 上 及 的 被 积 函 数 当 一 上 时 趋 于 零 ， 因 
KM ret 及 一 0. 把 这 与 (2.13) 结合 起 来 ,再 据 (2.11) 就 推 
知 , 当 TzT 一 时, J(x, tsr) >f. 

MEZE f 与 a;; 都 不 是 常数 的 一 般 情 形 . BH 


I(x, by T) = f(x, 中 | C(x, t)w™ Ca, fs E, t)d& 
(2.14) + f(x, 7) | LOCE, rw! (a, t: E, r) — C(x, 2) 


X w(x, t; $ 5)]as 十 | CCE, T)w (z, t; §> r) 
X [IE r) — fe, Ide = Ji t Jh + h, 
可 以 象 前 面 处 理 常 系数 情形 的 J 那样 来 处 理 J 的 积分 , 于 是 
(2.15 ) | limJ, = f(x, t). 
BT J, RNA 
[wE Cx, t; $, T) 一 w(x, ts È, 5)| S< 22| x 一 日 
x(t —. y) P+ max | a'(§ r) — a'i(x, z)| 


lole — E|? 
x exp| WEE, 
把 J, 的 被 积 函 数 写成 如 下 形式 
I = [C(E, r) — C(x, 4) ]w**(x, t; E, r) 
+ C(x, lw? Cx, t; &, 7) — w Cx, t; &, 7)] 
再 利用 前 面 的 不 等 式 即 可 得 知 , 对 任意 e > 0, FETE RED DA RA 
5, 且 使 得 当 |E — r| SR, 一 rz 一 8 时 ,表达 式 工 以 


(2.16) elt — r)” Ll + lx él — r)i] 
BPE: — E|? 
x exp | nE] 


AR. HERD 疡 分 成 两 部 分 ， 设 为 L+ I,， 其 中 积分 LEE 
IE — r| <S R LEA. FA], ORB (2.16) KG 五 ， 然 
后 象 在 (2.12) 那样 使 用 极 坐 标 , 并 作 代 换 o = r”/(i 一 +)， 就 发 
现 , 如 果 : 一 tz 二 6 就 有 lice, HHCHSeRKRHRK. 
现在 如 国定 KR 而 让 7 一 zt, 则 1, 一 0, 因为 lL, 的 被 积 沙 数 趋 于 零 . 
由 此 推出 , 当 Y 充分 接近 于 :时 , 则 | 有 | 二 C's, Rc’ 为 与 6 和 
rT 无 天 的 常数 .因此 

(2.17) limJ; = 0. 


tT 


可 用 类 似 方法 处 理 J;。 我们 把 它 拆 成 和 Ja + Jn. 其 中 积分 
Jn SEVER 上 5 一 x| SR ERE. AX IC, t) 是 连续 图 数 , 所 以 
4 RE — r 都 充分 小 时 ， 对 任意 的 6 > 0, Ja 的 被 积 函 数 以 


aC = ee 


为 界 . RE (2.12) 那样 引进 极 坐 标 并 作 代 换 o = r?/(z 一 5), 就 
得 到 Jal < Ce, 为 与 无关 的 常数 ， 因 为 R 是 固定 的 , 所 以 
4 ge 时 Ja >o 于 是 得 到 ; 4 rt 时 J; 一 0， 把 这 与 (2.17)， 
(2.15) 结合 起 来 , 且 考 虚 到 (2.14), 就 得 到 (2.10). 

由 前 面 的 证 明 可 推出 有 关 一 致 收敛 的 断言 . 
3. 体位 势 

在 0 中 给 定 了 一 个 函数 f(x, t) SRK 


G.D Væ A= | | ZCxs t; E, DACE, rd8dr，， 
并 把 它 称 为 (对 于 拟 基本 解 Z 的 ) DERS. KEAV OR 
些 可 微 性 质 ， 这 些 性 质 将 在 下 节 基 本 解 的 构造 中 要 用 到 . 

注意 ,体位 势 是 一 个 被 积 函 数 在 = r r = r ARER 
义 积分 ， 不 过 这 种 奇异 性 是 可 积 的， 事实 上 , 把 wy 写成 如 下 形 
式 
(3.2) w(x, t; E, T) = (t — rT) (OEE 


gr CH/2) u get 
x [| | 
t—v . 4-7) 


其 中 p7 = 97x, E), RTE 


3 3 Ox, t E, < — const 
GD Mee s E D| << Zone 


(0<p<1),. 


而 右边 是 可 积 的 . 
在 实际 研究 了 之前, 先 给 出 一 条 有 用 的 初等 引 理 ， 
引 理 1 4x y ER 的 某 个 紧 区 域 $ 中 变动 且 x 关 y 
AY, f(x, y) % Cray) AY ZEB HK, SiR e 一 0 时 ,对 5 中 的 x 一 
致 地 有 
| HEF y) lay 一 0， 
其 中 S(x,e) 是 5 与 中 心 在 * 半径 为 8 的 球 的 交 , 则 对 S 中 的 任意 
i FAY MURR gi), OXIRI 
p(x) 一 | Ke, yelydy 
为 3 中 的 连续 函数 . 
”证 明 对 于 给 定 的 6 > 0, 选取 6 使 对 所 有 的 x ES, I<, 
有 l 
| | [Ax,y)gly) lay <e. 
因为 当 x€5,y€E5S, |x — y| 26/2» {Crs y) 是 (x,y) 的 一 臻 


a 8 >» 


连续 函数 (因而 是 有 界 的 ), 于 是 存在 8, 二 5,/4， 使 对 一 切 xe 5， 
2€ESG 


(3.4) | eng, les eG lay <e. 
以 Siz) 记 SC, 82) 对 于 S 的 补 ,由 (3.4), 我 们 得 到 
G35) | fs Day — f, fs yayay| < 2e. 


利用 f(x, Y PF reS, yes, lx — yj > 6;/2 的 一 致 连续 性 , 当 
对 某 个 充分 小 的 5(65 二 8/2), 有 |x xi 二 6 时, 我们 有 
上 i Hx, yg Cy) dy 一 | ay Kr", yg ay | <e. 
因此 连同 (关于 z= xr, 22 = x”, x= x” 的 )(3.5), 我 们 得 到 
| an Hx’, WeGdy 一 | = 1Cx", Wendy | < 3e, 
Me SKF z =x = r, H z= xe — 2" 的)(3.4) 一 起 考虑 ， 
mh AS lex) 一 p(x”)| <5e. 证 明 完 毕 . 
ARF <r 我们 定义 Z(x, t; Esr) = 0， 则 可 把 引 理 1 应 
用 于 体位 势 , 于 是 得 结论 为 : 
定理 2 mR f(x, 2) AORA BT pe Be, MI AR fir 
Vix, t) AQ 中 的 连续 函数 . 
下 面 我 们 证 明 : 
定理 3 如 果 f(x， 攻 为 2 中 的 连续 函数 ， 则 7(x，z) 当 
LED, T <t ST, 时 有 对 x 的 一 阶 连 续 偏 导数 , 且 


(3.6) Pard | E Z (as t; E, 1) fE, 1) dëdr. 


证 明 ”把 Ow" Ca, t; E, v)/Ox; 写成 类 似 于 (3.2) HBR, 
我 们 得 到 
const. 


a 
3.7 ntle, E, _ — a 
(3.7) | Ox; (#545 Er) S (t — r)“ |x 一 去 | + 


1 
(+ Sasi ). 
于 是 , (3.6) 中 被 积 函 数 的 奇异 性 是 可 积 的 。 如 果 对 于 < r， 定 


e 9 « 


Weurt a ARE = Me AA NCEE! ep ch PI Hie 


X DZ(r; t; E, 7) /Ox; = 0, 则 可 应 用 引 理 1, 从 而 断定 (3.6) BR 
分 是 连续 函数 . 剩 下 要 验证 《3.6). 令 l 


(3.8) Jx, fs = Z(x, t5 È, v)fCé, v dé, 
Wij 
(3.9) V(x, 1) = | J(x, t, r)dr. 


由 第 2 节 定 理 1, 4 rEeD, ToS rt ST, 时 , 只 要 我 们 
定义 
(3.10) J(x, t,t) 一 limj(x, Zs T), 
则 A(x, t, T) 是 (x, tyz) 的 连续 函数 ， 显然 ; 当 上 二 了 时 ， 
(31) Werte | -9 762,45, rf, rd. 


利用 (3.7) 可 推出 | 

OJ(x,%5 7) const. 1 : 
(3.12) Ox; SG (3 SE <1). 
KRE MRA 
(3.13) Fla, 1) = | 2 IG, t, r)dr 


是 绝对 且 一 致 收敛 的 . 
设 z4 一 CE “Ais Xi 十 hs Viti” *’ xn) 并 考虑 
(3.14) j= VG) Vr, = Vt) _ G(x, 1) 


= | pae Ps T) — I(x, i T 
To 上 h 


— 9 ix, ts r)| ar 
Ox; 
f 
= | |2- JG", tr) — 2 le, tn r)|ar, 
To LDx， Ox; 


其 中 x* 为 把 x) Fe 连接 起 来 的 区 间 中 的 某 个 点 ， 利 用 (3.12) 推 
出 , 对 任意 8 > 0 URH xe D， 当 民 一 zz。 充分 小 (与 x 无关 ) 


* 10 。 


时 ,有 
(3.15) | 


fe 


ð 
Ox; 


— ARG T (t <2), 就 能 找到 5 二 6(1,, ©), (24 rta x EDs 
|a] < 8 时 有 


(3.16) Z, bT) 一 2 Ka, tar) 
Ox; Ox; 


T(x, t,t)ldr < €. 


€ 


< 一 一 一 一 。 
T, — To 


把 了 工 写 成 如 下 形式 
[= | -2 TOxs fst) — 2 Kast r) [ae 


To 
t 0 se 
te Ox; 


一 | oO T(x, t, T)adr 


Ze Ox; 
并 利用 (3.15)。(3.16) 就 得 出 , 当 141 < 8 时 Z| <3e. 于 是 OY 


存在 且 等 于 V;, 即 (3.6) 成 立 . 

定理 4 设 f(x, 2) 为 2 中 的 连续 函数 ， 且 关于 x ED 为 局 
部 Hilder 连续 的 (指数 p), MR t 是 一 致 的 , 则 V(x, t) At ee D, 
To <: ST, 有 对 x* 的 二 阶 连 续 偏 导数 ,并且 


PVD Ë OZ(x, t; Esr) 
6-17) Ox Ox; f 和 |, Ox Ox; E> rds. 

注意 到 在 (3.6) 中 积分 的 次 序 是 无 关 紧 要 的 ,因为 GE (3.7)) 
被 积 澳 数 的 奇异 性 分 别 对 各 个 变量 是 绝对 可 积 的 ，(3.17) 中 的 积 
分 为 累 次 积分 , 于 是 仅 需 视 对 7 的 积分 为 广义 积分 。 和 (3.7) 大 不 
相同 ,我 们 现在 有 不 等 式 ( 其 证 明 类 似 于 (3.7)) 


g? const. 
3.18 Yle, t Ege 过 naass 
( ) Ox;Ox; wits Esr) Ce — r)" |x 一 去 | 


因而 我 们 不 能 断定 (3.17) ERRAR SEE O h È 48 t FT R 
的 . 
证 明 由 定理 3， 


» Il e 


.3.19 ) 人 一 | ae Ih t»v)dr, 
0 v 


其 中 J H G.8) ex. 把 07/Ox, 写成 如 下 形式 
(3.20) OD) = f(y, v)CCy, | 2 n> aw "Cx, t; E rd 


+| lec, r) wir, t5 Ep E) 
一 Cy. 0) 2 w(x, ts Š, r)|ae 


+ | ZC, i E, DUE, 7) — Kys ea 
其 中 y 为 固定 的 点 ， 设 天 为 一 包含 在 刀 中 的 固定 的 球 ,以 OK i 
Kk 的 边界 ,K* 记 开 对 刀 的 补 ， 把 (3.20) 右 边 的 第 一 个 积分 拆 成 本 
个 积分 , 即 =| 十 | 。, 把 散 度 定理 用 于 第 一 个 积分 ,我 们 得 到 


(821) | ws t; s 5) eosCy, Wi)dss 
-OK 


十 J w (x,t; E, T)dE, 


Fh » 为 OK 的 外 法 向 , dS, A OK 的 曲面 元 素 ， 把 (3.12) 代 入 
《3.20) 然 后 把 (3.20) 对 2; 微分 一 次 , 并 选取 y 一 *， 我 们 就 得 到 


OJ(x, ts r) _ 6 yT 。 
(3.22) ee) 一 = f(x, co) Bes BO 


xX cos(y, ni)dS, | _ + f(x, r)C(x, r) 


， o? ys : ‘ | 
x | jag l Osb DMB] 


+t fx [cE 


2 
0 ws (x, ts &,7) 
Ox; 


= Clas r) wey Be) | d8 


x Ox; 
+j, —_ Z (a9 t; Es JEst) — Kest) Ia. 


« 12 。 


设 * 为 天内 的 一 个 国定 的 点 , 于 是 (3.22) 右边 的 前 两 个 积分 
都 是 其 变 元 的 有 界 函 数 ， 且 当 r>: 时 一 致 地 趋 于 零 . 为 了 估计 
(3.22) 右 边 最 后 一 个 积分 L 我 们 利用 (3.18) 和 的 Halder 连续 
性 .假定 x 限于 DD 的 某 个 闭 子 集 , 则 当 1 一 (8/2) <u <1 WA 

I < const. | dë — < censi. , 
(t — r)" Jp |x — | tee (1 — r)” 

其 中 常数 与 (x,:, 7) 无 关 . 

为 了 估计 (3.22) 右 边 第 三 个 积分 L, 我 们 需要 朋 显 的 公式 


ð? 
3.23 Fry, 2, ET 
G23) gig ee BED 


-一 i — —2—n/2 P(x, E) | 
了 (¢—T7) exp| ey 一 | 


|- 2(z — r)a ly, r) + > a’*(y, 1) Cx, — Enr) 


x >) ah, om 80 J. 


利用 (2.2), (2.3) 和 中 值 定 理 , 我 们 得 到 


meS] - oe] 


const. o adle 一 二 |? — gta 
和 7 xp| 4(t 一 sls zl . 


利用 这 个 不 等 式 并 再 次 使 用 (2.2),(2.3)， 从 公式 (3. 23) 得 到 ;对 任 
BW at << A 


(3.244) H= 


-一 + 3 t3 9 ~ 
an)” (x, t; §, 7) 


XX . 

OF ys 5 | | 
一 WW’ xs 25 T 
a wni 
< const. (z — r) "2! 


x Ale = EL, | 一 二 | 
x exp| Gr) 1 + sz 


j TEE A a IP 
Munana mea ent. initialed A ae a AE aR ait lh EA | 


| x — E|’ cla —(#/2)--1 
+ |x — &|* <const.C¢ — r) 


(¢— rF 
ex Akl x — El? r—ële: 
x exp| ASE | e gles 
由 此 推出 ( 象 在 (3.3),， (3.7) 的 证 明 中 那样 ) 
(3.25) H< const. 1 


G= r) Ja = rte 
(1 — (a/2) <p <1). | 
由 于 [CC r) — CCE, r)| < const1z 一 引 *， 利 用 (3.18) 我 们 
断定 D 的 被 积 函数 也 不 超过 《3.25) 的 右边 (有 不 同 的 常数 ). 因 此 
当 1 一 (a/2) <p <1 tts |Z] < const. |: — r|. 既然 对 已 
确立 同一 的 界 , 又 因为 《如 已 注意 到 的 那样 ) (3.22) 右边 的 前 两 项 


”都 是 (zy r) 的 有 界 函数 ,我 们 断定 
ð? const. ô ` 
(3.26) 3b. Kan D| < (1 2 <p<1) 


其 中 5 一 min(a， £). 
现在 , 象 在 定理 3 aaa = 


Piles =) gear laste wae 
并 证 明 积 分 (3.19) 满 足 
a (aV\_¢ 
2z) Vij» 


即 (3.17) 成 立 。 把 引 理 1 的 证 明 方 法 用 于 (3.17) 的 右 端 即 可 推出 
OV /Ox,0x; 的 连续 性 . 

定理 5 ik feo t) 如 定理 4 中 所 述 , 则 8V(x, 1)/6z 存在 ， 
Aw rED, To <t ST, 是 连续 的 ,并 有 


BV(r, t) t = p 
(3.27) —— KEF t) + | 好 | 24 a;l ës Tr) 


x OZ (x, t; Ë, r) 


EP AEs r)dë. 


- 证明 因为 Zr, t; È, 7) 是 (2.7) 的 解 , 所 以 当 上 > 工时 有 
(3.28) = JCxst; r) = | 2 ð Z(x, t; È, T(E, r)dë 


=>) | aiC& » r) 3 Z(x,t; Es TE, TdE. 
i, j=l 


可 类 似 于 在 定理 4 的 证 明 中 处 理 了 j/x Ox, 那样 来 处 理 右 边 各 
项 、 因 此 得 到 (对 照 (3.26)) | 
const. _ ê 
emt (1-2 <p <i), 


© Ka 
G2) |B A | < oe 
我 们 将 证 明 8V(x, 1)/6z 存在 , 且 
(3.30) VG.» 
Or 


取 上 > 0,， 我 们 考虑 有 限 差 分 
(3.31) V(x, t +h) — VC, z) = ui" J(x,t +h, dr 


= HEF tyt) + | 3 ix, ts v dr. 
To Ôt 


Å 


十 | 2 — J(x, tï r)dr. 
To Ot 


其 中 ， 1 一 太一 :8 当 /0 时 ,右边 第 一 项 收 化 于 Jlr, tat). 
为 了 估计 第 二 项 ,考虑 


(3.32) H=\' D JC, 0%, eae — | Ê Ka, t,t)dr. 
To Ot To Of 


利用 (3.29) 推 知 , 任 给 s > 0, 当 4 充 分 小 ;如 大 一 2 时 ,对 所 有 的 
tSati<eths REA tct, E 
(3.33) | | ee 2,0) | 
因为 8Cr, fr)/85 当 王 一 了 一 大 时 为 连续 函数 ， 改 存在 这 样 
有 对 一 ArSeN 

£3.34) 


dv <6, 


一 a t* oF — 2 1,7 
2s) = Piles) < 


EOD 中 的 各 个 积分 拆 成 两 个 积分 : | 一 人 十 | ,再 


用 (3.33), (3.34) 就 推出 , 当 罗 二 5 时 |H} 二 3s。 在 《3.31) 中 利 
e 15 « 


re aee rT. umat TH eG ra = rn eo n iira meee 一 aat - 
Ca = mr van et -er eae Hi rn Aa ene a. 


用 这 一 结果 ， 我 们 就 得 到 占 边 对 上 求 导 数 的 (3.30)， 对 于 4 过 0 
的 情形 ,可 作 类 似 的 讨论 . 

鉴于 (2.10) 以 及 JC, tr) 为 (2.7) 的 解 ,《3.30) 就 化 为 (3.27). 
应 用 引 理 1 的 证 明 方 法 可 推出 OVC, 1)/81 的 连续 性 . 

综合 定理 4 5, 我 们 得 到 : 

定理 6 ix.) 如 定理 4 中 所 述 ,， 则 V(x, 2 满足 方程 
(xED, Ty, <t<T,) 


(3.35) 5 ET t) OV(x,1) _ OV (+, t) 


ijel Ox,;Ox; Of 
= — f(r, De | È leer) 


— aj(E, +)] aa a HE, r)*dëdr. 

注意 ,(3. 35) 右 边 被 积 函 数 的 奇 性 分 别 对 ERT 是 绝对 可 积 的 ， 
4. 基本 解 的 构造 

我 们 将 要 构造 Lu 一 0 的 形 如 (2.8) BEAR Cx, t; Esr). 
如 果 对 fx, 1) 二 B(x, t Tr) 应 用 定理 6, 那 时 方程 LT 二 0 BH 
(4.1) Plx, t; Er) = LZ(x, t; &,7) 

+ | | LZ(x, t; ys 0) P(y, o; Ë, v )dydo. 

于 是 ， 对 每 一 国定 的 C, r), O(x, ts, T) AFB FA LZ(x, t5 
y0) 的 Volterra 积分 方程 的 解 ， 

由 


(4.2) LZ(x,t; y,0) 


=>) [alx t) 一 ays 0) 


f,j=1 


十 5 bi(x, t) 9 Zx, tz yso) + clx, 2)Z(x, t; y, 0), 
?= Ox; 


z 2 t; ys 0) 


* axm Es 7). 一 一 译 者 注 


» 16。 


mae o o 


我 们 得 到 不 等 式 


const. 1 : 
(4.3) |LZ(x.t3 9,0)| < Co a —y| a? 


(1-2 <s<1) 


AE, Ay He BY RAY. 
我 们 将 证 明 (4.1) 存 在 形 如 
(4.4) D(x, t; Š, rT) = 之 (LZ), t; Š, r) 


的 解 少 ， 其 中 (LZ); = LZ, H 
(45) (LZ )eailxst; Esr) = E [LZCx, t; y, 0)] 


X (LZ) (y, 93 E, Tdydo. - 
我 们 来 证 明 (4.4) 中 级 数 的 收敛 性 ,但 需要 下 面 初 等 引 理 ， 
“ 引 理 2 如 果 G 为 R" 的 有 界 区 域 ,而 0 二 a 二 4, 0 一 8 一 
ny WISER rE G, zE G,x 428 


Lasse 
¢|x—yl*ly —2|? 
< fonla — a| 当 c+8>2 时 ， 
const. Mat B< nif. | 
把 G 拆 成 对 应 于 17 一 zs| < le—zl/2, ly—x| < lx 一 z1/2 
及 其 余 集 的 三 个 集合 ,并 分 别 估 计 相 应 的 积分 ,就 可 得 到 证 明 . 
利用 引 理 2 和 (4.3) 得 到 , 4 24 < 1, ft 2(n + 2 — 2u — a) 
<n 了 时， 
| ICLZ)Cx, t; &, 5)| < Gree 
1 
|x 一 去 | ?+2-24-o+(G2-2p 0) ® | 
因为 p 二 1,2 过 2p 十 os 所 以 《LZ), 的 奇 性 较 LZ BH. 类 似 地 
继续 对 CLZ)» (LZ)4 等 等 进行 估计 ， 就 得 出 某 个 Vo， 对 这 个 vo 


s 17 o 


(4.6) IC LZ ),,(x> t; E3 T)| S const. 

继而 ,对 mm 用 归纳 法 来 证 明 

. [KC; 一 了 半天] 
(4.7) (CL Z mtn t> t; Š> 5)| KT Tm 
其 中 Ko K HERR (oO 为 伽 玛 函数 ， 对 于 m 二 0, 这 个 不 等 
式 可 从 (4.6) 推 出 . 现在 假定 (4.7) 对 于 某 个 整数 m > 0 成立, 再 
利用 (4.3) 就 得 出 
R ons O S 

CLZ) mtir ts È, v)| <c KOE pym 41) | 

x| (1 — oy "(o 一 7am dg, 


作 代 换 p= (o 一 5)/(z 一 5) 并 利用 公式 


1 ert aay, — ICT) 
| (1 p) p” dp > T (a 十 b) > 


如 适当 选取 常数 K, 就 推出 关于 m 十 1 的 (4.7). | 
由 (4.7) 推 知 ，@(z， 1; E, r) 的 级 数 展开 式 是 收敛 的 , 且 (4.1) 
中 的 积分 等 于 


~ fz 
之 Bp LZ(x,t;y>0) + (LZ) Q> 0; 5,1) dy do, 
v=i 


At OCHRE. RIDER 


. tk, < 二 — Const. 1 
G8) 10¢2585 Ee) < TS 


a . 
为 了 更 仔细 地 研究 O, 需要 如 下 的 引 理 


引 理 3 如 果 一 co <a<> +l, 一 co<p< 本 十 1 则 


| |. Q 7 r) “exp |-4e | 


4( — r) 
X (r — o)! exp |- EU late 


+ 18 。 


sa 


一 (六 B (研一 十 1 二 一 6 十 1 


— 2 
x (z __ g) 1 a-B exp |- h\x y| | 


4(t—a) 3° 
证 明 作 代 换 
= 人 (4 Bi Ys + (a Piti 
t=T] Wr oN #—t/ ica) 
且 注 意 | 


A(x; — E; )? q AG: — yi)? 一 h(x; — yi)’ 十 g? 
4t — r) 4(T— o) 4(z — o) re 


象 在 (3.2) 那 样 做 ,但 此 时 写成 
ep| 一 一 > — exp | — se 一 人 | 
4(z — r) | 4(t — r) 
x exp| —(1—s Go. | (e>0) 


当 0<o 二 co 时 ， 利 用 不 等 式 ore < const. 就 得 到 一 个 界 ， 
HEHH, 对 任意 ag < los 0<p<n/2 有 下 列 关 于 Z ASS: 
49 x, ; const. 
(4.9) ZC 6 D| < pi 
_ at|x— E|? 
~ ep| 4(z 一 工 ) | 
用 类 似 的 方法 可 以 证 明 ,对 任意 ak <a, A 


(4.10) ae Eor) const. 


(4.12) 
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4.13 LZ x, > 一 一 一 2 一 一 一 一 
C ) | ty 3 r)| < (i — r)“ — E] et 2#- æ 


eo MESH 
在 (4.10) 中 Sy S (a +1)/2, 在 (4.11) 中 0<w < (a + 2)/2, 
而 在 (4.13) 中 0 和 < (a +2 — a)/2. 
利用 a= (n +2 —a)/2 的 (4.13)， 并 应 用 引 理 3 得 到 


”const. ex Asje — &|? 
EZ Ce t; Es 7)| < pram y ) +202 ?| 4(: — r) | 
按照 归纳 法 继续 进行 下 去 ,借助 于 引 理 3, 容易 得 出 不 等 式 
(4.14) |\(LZ) (x,t; E, rl< rma) (t — y)" aD- 
_ Agile — |? 
~ exp| 4(1 — r) | | 
其 中 有, H 都 是 某 些 正 的 常数 .由 的 定义 , 即 可 断定 
， const. ex _ aolre — El? 
(4.15) (OCx,2;&, 7)| < pron, Jl 4G o |. 


由 此 不 等 式 还 可 推出 (比较 (4.9) 的 推导 ), 对 OS p(n +2—a)/2 
有 . 


const. . 
(4.16) I@(x,z; E, 5)| a Em 


A*|x— El? 
x ee 上 nE = 5 | 

其 中 at 是 任何 一 个 比 在 (4.13) 中 的 at 小 的 数 , 因此 可 取 它 为 小 
于 1 的 任何 一 个 数 . (4.16) 是 (4.8) 的 改进 、 

应 用 (4.14) 和 第 3 TER 1 的 证 明 方 法 ,可 以 证 明 (LZ) (2s 
t Er) 是 (zz) 的 连续 函数 ; 当 上 一 zY cont. > 0 时 , 它 对 于 
(Er) 是 一 致 连续 的 ,因而 是 Er) 的 连续 函数 ,而 当 t ora 
const. > 0 时 ,对 于 (x, z) 是 一 致 连续 的 .由 此 推出 , (LZ) Cx ts 
Er) 是 (x, zt; Esr) 的 连续 函数 .此 时 由 (4.4),《4.14) 即 可 断定 ， 
Dlr, t; E, T) 也 是 (x, 1; E 7) 的 连续 函数 . 
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定理 7 D(x, 1; sr) 关于 zx 是 Hilder 连续 的 ,更 明确 地 
说 ;对 任何 0<8 <a 有 


、 yy, ; - const. |x — y|? 
(4.17) | P(x, ts £ r) Dy, t; Š, T)| S (t — y ) t2) 


x fexp| Mle 81" + exp| -+e EEN 


zt — T i 


其 中 7Y 一 “一 8， 而 位 是 某 个 正 的 常数 ， 


证 明 首先 证 明 不 等 式 


_ 7 const. |x — yl|s 
(4.18) |LZG@, t: Esr) 一 工 Z0 5 E, 7)| < Cf rn 


fep [tle =E] + orp [—A = EE} 


t— T t— T 


其 中 & 是 某 个 正 的 常数 . 考虑 


(4.19) | ley crr 

的 情形 . 取 LZ(x,z; ,5T》 的 项 ( 见 (4.2)) 

(4.20) F(x, 8 3 È> T) = [ai(x, t) ~ ai(& > r)] 
a? 


Z abs sT ° 
8 


我 们 有 
(4.21) F(x, Es È, r)—F(y, t; Š, T) 


2 


= [ai;(x, t)—aijly> t)] 9 Z(z,t; È, r) 
Əðx;ð x; 


2 


on ð 
+ | Z :十 ， 了) 一 AG zt; ŠT | 
IP (x, Š ) Oy,Oy; (y 5> ) 


x [ajCy; t) 一 ai;(& » r)] = F, + F, 
利用 (4.11), 并 取 u = Cn + 2)/2, RARS 
~ const. |x — y|" __ ag |x ii 
(4.22) | F,| < Sons as exp re — z) |. 


根据 中 值 定理 和 (4.12)， 再 注意 到 因为 (4.14) 对 于 (x, y) KE 


pm 
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exp| 一 | 一 de= E] < const. exp -e 二 外 | 


t — T E£ —T ' 
《对 任何 0 一 < 一 c)» 
我 们 就 得 到 
[9 9 . 
GAA) 


const. |x — y | z ly éP 
< G— rye exp| kı “i-r l’ 


其 中 ; RABBI MN IER. 因此 


const. lx 一 y | __ ly EN 
(4.24) | F,| < Ge xp| kz Lr 。 


综合 (4.24),(4.22) 并 利用 (4.19) ,我 们 得 到 
| F(x. t; E,T)— Fly,1; 二 7)| < aE 


— y) t-A 
对 LZ 中 低 阶 项 的 系数 及 Holder 指数 的 估计 式 是 和 对 下 的 估计 
式 类 似 的 . 综合 这 些 估计 ，, 便 得 到 不 等 式 (4.18). 

如 果 (4.197) 不 满足 ; 则 由 (4.13) te = (2 十 2 一 cc)/2)， 有 


< const. (一 TY)22 fF aklex — él 
| LZ(x, t; È, r) | ~G 2 € s|- 40 一 7) 7 |. 


对 LZ(y, t; > T) ARMOR SARL. 因为 G — 7)? < |x— 
y|*，。 于 是 推出 (4.18). 

“GD 右边 的 积分 记 作 Ve, t E r); AFAINA 

代 LZ 时 (可 能 有 不 同 的 ) (4.18) 成 立 .为 此 写成 
P(x, £5 5,7) — By, t3§, r) 

— | ILZ, t; t0) — LZ (y, t; £50) JØ, 0; E, r)dtda 
并 利用 (4.18),《4.15), 我 们 得 到 | 
(4.25) ECx, ts È T) — Cy, 2; §,7)| <S const. |x 

— y |f [I Cr, t; Š» r) 十 Ty, t; Š,» v)]; 
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Ilx, ip Ev) 一 | aan cp |tt] 


t — 0 
1 
‘Go ryote >| 4(c -一 T) |agac. 
由 引 理 3、 有 | 
, O cont 。 z= 
I(x, es È. r) < (z — ryt rma «| 一 ka tł — t dowel 


对 Cy, i; Eo r) 有 类 似 的 不 等 式 成 立 ， 把 这 些 不 等 式 代 入 (4.25) 
RAR BUR LZ, U katik (4.18) 得 到 满足 .定理 7 证 
HB, 

细心 地 阅读 定理 7 的 证 明 , 可 得 出 : 

推论 。 对 任何 4* < 1o/4， 不 等 式 (4.177) 成 立 . 

定理 8 用 (2.8) 定 义 的 函数 T(x, t; §, 7) Lu = OFF 2 
中 的 基本 解 . SO 

证 明 我 们 首先 证 明 ， 对 每 一 固定 的 ($,7r), LT 一 0。 现 
将 写成 如 下 形式 
(4.26) T(x, i; E r) = Z(x, t; &, 7) 

+ "| Z(x, t; n O(n o; Ë, tT dndo 


t 
+| | Z(x, t; n> oP o; E, v)dqdo, 
to 


FEH 2o 为 满足 T< t <: 的 固定 的 数 . 对 于 第 一 个 积分 ， Z(x, t; 
noo) 对 * 的 前 两 阶 导数 是 (x, 25 n 0) 的 连续 函数 ， 而 P o; 
E, r) 对 于 (m0) 是 绝对 可 积 的 (由 (4.8) 或 (4.16)). 因 此 , 由 通常 
的 微 积分 定理 ,第 一 个 积分 对 * 的 前 两 阶 导 数 存 在 ， 且 可 以 交换 对 
x 的 各 阶 ( 直 到 二 阶 ) 微 分 以 及 积分 的 次 序 . 

至 于 (4.26) 右 边 第 二 个 积分 ，@(%, 0; E 7) CE, F 是 国定 
的 ) 如 定理 7 推出 的 那样 ,是 关于 了 的 一 致 Halder ERA Rh jE 
” 数 为 任何 小 于 a 的 数 ， 由 第 3 节 定理 3。4 可 推出 , 这 个 积分 对 * 

的 前 两 阶 导 数 存在 ， 且 可 改变 对 z+ 的 任意 阶 ( 直 到 二 阶 ) 微 分 的 以 
及 积分 的 次 序 ， 于 是 可 知 工 关于 zx 的 前 两 阶 导数 存在 ,并 且 
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OTix, t; Š, T) — OZ (x, 1 3 È, T) 
Ox Ox; ax; ðr; 


‘of OZ Cx, t; n,o) 
+ | \, “Bn Ox, Din, o; E, t)dndo 


i OZ (x,t a) 
4.27 + | d | SAF Fo 1o OF > ， 
) to ° D Ox;Ox; PCy o; $ van. 


对 于 5 有关 似 的 公式 成 立 ， 
利用 第 3 节 定 理 5, 如 同 对 于 97/9w，BT/68r8r 的 考虑 一 
样 , 可 以 肯定 8T(x, z; &,7)/0: 存在 , 且 公 式 


(4.28) Or (x, ts Ë, r) 一 OZ (x, ts È, T) 
Oz Ot 


+ fel SAAS 21 129) O(n, 0;&,1)dndo — D(x, t; Er) 
D i 


f OZ (x, t; n> 9) ; | 
+ | da | 22N: Pln, o; È, v)dn 


RM. 
综合 (4.28),《4. 27) 以 及 oe ~ 的 奖 似 于 (4.27) 的 公式 , 我 们 得 


到 
LIT(x, ti yz) =~ LZ(x, 1t; E,v)— Dlx, t; Ë, r) 


t 
+ | | LZ(x,1; y,0)®(y, 0; E, r)dndo. 
t JD 


因为 8 满足 积分 方程 (4.1) :所 以 LT = 0, 
利用 (2.8) 和 第 3 节 引 理工 的 证 明 方法 ,可 以 证 明 了 ey t; Š, 
r) Æ (x, t) 的 连续 函数 ;如 果 上 一 7 const. >0, CXF r) 
是 一 致 连续 的 ; 它 也 是 E, 7) 的 连续 函数 ; 如 果 t — r > cons., 
CRT (x, t) 是 一 致 连续 的 ， 因 此 ,T(x, t; 5,7) 是 (x,z; ër) 
的 连续 函数 . 这 里 的 x,$ 在 DD 中 变化 ;而 To 委 z <i STi. 
利用 (4.28),《4.27) 以 及 对 于 8T/Ox; 的 类 似 于 (4.27) 的 公式 ， 
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可 以 类 似 地 证 明 


OT(x,: nET), OT (x, t; tior). leais Èr) 
Bx, Ox,Ox; 


都 是 (x, 1; Er) HERR, Hh r, FED 中 变化 ， MTree 
t 和 Ti。 不 过 在 本 章 中 并 不 需要 它们 ， 

剩 下 还 须 证 明 , 对 万 中 任意 的 连续 函数 和 xzxecD, 有 
(429) tim| Tes 5 E, OEE =G). 
由 于 第 2 节 定 理 1, 只 要 证 明 当 :>+ 时 有 
(430) I= 1 | 1z(zy 1; C, JD, o; E, r) |dLdodE > 0 
就 够 了 ， 利 用 (4.9) Cu = 0/2), (415) 以 及 引 理 3, 我 们 得 到 

I < const. | (t — rv)" exp |- letl as. 

作 代 换 p 一 |e 一 引 ( 一 z)-%， 即 得 

I <const.C¢ — r)’, 
由 此 推出 (4.30). 
5. 基本 解 的 性 质 

在 第 3 节 我 们 引进 了 关于 拟 基本 解 Z(x, t E, r) 的 体积 位 
势 的 概念 ,并 证 明了 它 的 若干 可 微 性 质 (定理 2 一 6)， 本 节 的 目的 
是 对 基本 解 TCx, 1; Es r) 的 体位 势 作 类 似 的 研究 ， 于 是 考虑 形 
如 
GD WD =| È TC, r E, DAE, edsdr 
的 函数 .为 简单 起 见 , 总 假定 在 O=DX [7,, 7,] 中 是 连续 
的 . | 

如 将 工 代 之 以 它 的 表达 式 (2.8), 则 得 到 
(5.2) W(x, 1) = V(x,1) + U(x, 1), 
SR VG, 1) 是 位 势 (3.1), HUG) (经 改变 积分 次 序 后 ) 可 写 
为 
(5.3) U(x, t) = | | Z(x, t; Š, vic, tjdtdr, 
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其 中 
G.4) fz, =) | Br, ss E, ee, tatar, 


1 s< rkt, 如 果 定 义 OC, r; E, r) = 0, 再 顾及 (4.8) 就 推 
A, 第 3 节 引 理 1 可 用 于 (5.4) 的 右边 . 因此 f(x, 1) 是 一 连续 孙 
数 . 对 x 还 是 任意 指数 8 二 a 的 一 致 Hilder 连续 函数 .事实 上 ， 
利用 (4.17) ,我 们 得 到 
(5.5) HEF oily, t) | < const.|x—-y |T A(z, t)+Aly, t)]; 
其 中 


Alx, t) = | |, Ct — r) Ot exp | 一 二 二 一 和 dédv, 


(对 于 固定 的 *) 作 代 换 o= |e 一 |(z — r), 我 们 得 到 
A(x, t) S const. |. (t — r) "gr < const. 


对 Ay. t) 有 类 似 的 不 等 式 成 立 ， 把 这 些 不 等 式 代 人 (5.5) 就 可 推 
H, f(x, 四 对 * 的 一 致 Hilder 连续 性 (指数 为 8)。 

定理 9 WẸ fx,1) 是 0 中 的 连续 函数 ,那么 W(x, 2) 是 
2 中 的 连续 函数 ,上 且 当 ke D,T, << T, 时 8W/6x; 是 连续 函 
数 . WÈ f(x, 2) 对 re D 是 局 部 Holder 连续 的 , 而 对 上 是 一 致 
的 ,那么 , 4 rE D, To <t ST, iF, OW/0x,0y, 和 OWO 都 
是 连续 函数 , 且 | | 
(5.6) LW (x,t) = —f(x,t). 

TE HH 此 定理 的 一 切 结 论 〈 除 (5.6) Yb) 都 可 以 应 用 第 3 节 
的 定理 2 一 5 从 公式 (5.2) 一 (5.4) 以 及 扩 x, 2) 对 x 的 Holder 连续 
性 直接 推出 . 

(5.6) 是 第 3 节 定 理 6 和 (4.1) 的 推论 ， 事实 上 

[了 (zy 及 一 一 Ke 及 一 其 cy 四 十 二 | L2G. Er) 


t 
To 


x fÈ, r)dëdr + | | LZ(x, £5 "> a)f(n, o )dndo 


一 —f(x, t) + | | KE-9, t; Ea T) 


F 
To 
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+ LZlrar: Er) 十 | LZ(x, t; nsc) 


TJD 
X O(n, 9; E, r)dnda | dgar = —f(x, ). 


6. 无 界 区 域 的 基本 解 

本 节 将 把 1 一 5 节 的 结果 推广 到 DD 为 R 中 某 一 无 界 区 域 的 悄 
É. 特殊 情形 D = R 尤为 重要 .因为 大 多 数 讨论 与 DD 为 有 赛 的 
情形 相 类 似 , 所 以 我 们 仅 叙述 那些 必要 的 修改 . 

当 刀 为 无 界 时 ， 本 章 总 是 认为 工 满 足 如 下 假定 《〈D AAA 
这 些 假定 与 第 1 节 的 (41), (4) 是 相符 合 的 ): 

(4) 在 8 三 DX [To Ti] 中 工 是 一 致 抛物 的 ; 

(4.) 工 的 系数 都 是 2 中 的 有 界 连 续 浮 数 , H. (1.4), (1.5)， 

《1.6) 在 整个 8 中 成 立 . | 

基本 解 T(x, t; 6,7) 的 定义 如 同 第 1 节 , 只 是 在 GD 中 我 们 
要 求 f(x) 对 某 个 正常 数 A, 满足 不 等 式 
(6.1) IIC] < const. exp[4]x]?7]. 
在 (1.7) 中 的 积分 仅 当 44(z r) 二。 时 存在 (其 中 1 与 (2.2) 中 
的 相同 ). 如 果 

| 1 

(6.2) h< T.T) Ry? 
那么 对 于 一 切 To<r<r<T, (1.7) 中 的 积分 存在 . 

”不 等 式 (4.9) 一 (4.13) 对 于 DD 为 无 界 的 情形 显然 也 是 正确 的 . 
不 等 式 (4.14) 一 (4.16) 和 (4.17) 的 证 明 , 无 需 作 任何 改动 ,也 是 正 
TAN. RS 2.3 节 的 定理 2 一 6 对 DD 为 无 界 时 仍然 有 效 , 第 4 布 
定理 8 的 证 明 作 明显 的 修改 即 可 推广 .为 了 在 DD 为 无 界 的 情况 证 
明 这 些 定理 ,我 们 把 积分 区 域 分 为 两 个 区 域 而 把 积分 Sel, t; E, 
.7) 4d8 拆 成 两 部 分 。 第 一 个 区 域 Do 是 有 界 的 且 包 含 +, 而 它 的 余 
区 域 D, 是 无 界 的 .第 一 个 积分 可 以 象 在 第 2、3 节 中 那样 处 理 ,由 
于 第 二 个 积分 并 不 含 奇 性 ,可 根据 微 积 分 的 一 般 定理 来 处 理 . 

在 第 2 节 定 理 1 的 证 明 中 ,我 们 写成 J 二 了 十 了 ,其 中 了 是 
取 在 含有 * 的 有 界 区 域 De 上 的 对 8 的 积分 ， 使 得 当 OED A |E 
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一 x| 之 1。 于 是 ， 就 完全 可 以 象 在 定理 1 的 证 明 中 处 理 J 那样 来 
Hy. BI, 假定 


(6.3) | fCx, t)| <const. exp[A|+|7] 
其 中 % 满足 (6.2), 并 注意 到 积分 
= z — Atle — El 
I = | sie exp [hE |*lexp | 4(z 一 了 |as 


当 4# 充分 接近 1, 时 对 一 切 To 过 ?二 i < T, 是 收敛 的 ,此 外 当 +-- 

A 
7 一 3h 时 ， 

až 
I < const. exp -z5 > 

我 们 就 可 断言 ， 对 一 切 T, 过 ?二 :三 T,，J” 存在 且 连 续 , 并 当 
z 一 上 时 三 一 0。 从 而 得 出 定理 1 的 结论 。 

我 们 来 推广 第 3 节 的 结果 . 由 于 (6.3), (6.2), (4.9), R 
分 (3.1) FE. PD 的 积分 拆 成 两 部 分 并 分 别处 理 ， 就 可 推出 
V(x, t) 的 连续 性 。 由 一 般 的 微 积分 定理 就 可 推出 相应 于 DD 的 无 
界 部 分 D (x 离开 Di 为 有 界 ) 的 积分 的 连续 性 , 而 应 用 第 3 节 引 
理 1 可 得 出 相应 于 妃 的 有 界 部 分 Do 的 那个 积分 的 连续 性 . 

为 了 推广 第 3 节 定 理 3, 我 们 又 把 V 拆 成 两 个 积分 了 +V”. 
V 相应 于 Do HARES 3 节 中 那样 来 处 理 . 至 于 V”， 因 为 被 
积 函 数 并 无 奇 性 ， 所 以 由 一 般 的 微 积 分 定理 即 可 推出 8V”/B8x 
存在 且 等 于 被 积 函 数 对 x; 的 导数 的 积分 .97/8x; 的 连续 性 可 由 
ay /68x;，9r /Ox, 的 连续 性 推出 . | 

由 同样 的 考虑 ,我 们 可 推广 第 3 节 的 定理 4, 5. 

把 第 2 一 4 节 的 结果 推广 到 DD 为 无 界 的 情形 之 后 ,其 证 明 无 需 
作 任 何 改动 就 可 将 第 5 节 的 结果 也 推广 到 这 一 情形 .为 今后 查阅 
方便 ;我 们 把 这 些 ( 关 于 任意 区 域 D 的 ) 结 果 总 结 成 如 下 定理 : 

定理 10 ADAR 中 任 一 区 域 ,并 假定 (41) 64) RV 
RW Lu = 0 的 基本 解 TCx, t; z) 存在 , 且 由 (2.8) MC DAH. 
如 果 f(x, z) 为 8 中 满足 (6.3) 的 任意 连续 函数 ,其 中 % 满 足 (6.2)， 
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那么 由 《5.1) 定义 的 函数 W(x, 幻 是 Q& 中 的 一 致 连续 函数 ， 如果 
f(x, t) 关于 x€ D 是 局 部 Hilder 连续 的 ,而 关于 t 是 一 致 Hilder 
连续 的 ， 那 么 OW/Ox;, OW/Ox,0x;,, OW/O: REE, MAY 
+€D,To <1 <T, HEREZA, H LW(x, 1) = — ilr). 

设 (4Y, (4) 关于 D = R” DAIRE: Fk DL 


(6.4) (x,t) = | ,Ts 13 E, TPCE) 
其 中 p(x) 为 R” 中 满足 
2 Ao 

(6.5) |p (x) | S const.exp[A]x|7] (+ < UT, — 75) 
的 连续 函数 ， 我 们 可 以 将 7 作 类 似 于 (5.1) 那样 的 分 解 : P= 
多 十 也， 其 中 
(66) P= | a ZC 85 Es TEE, 
(67) Ge |, \ Z sy By, o) dy do 
其 中 
(6.8) Bx, 1) = | OG, 13 Es TOPE. 

利用 (65) 和 (4.17)( 据 定理 7 的 推论 (4.17) 对 任意 站 < 人 


成 立 ) WA 6 (x, t) 关于 x 是 局 部 Hilder BRN, MITRE 
Tote <z: <T, £ > 0h ¢ B—M Holder 连续 的 . 由 此 推出 


(6.9) LW = |. LZ(x, t; E, Te @(EdE 

+ | da | LZ(x, t; y,0)6(y, a) dy — Plx, t). 
BODRE @ 并 改变 积分 次 序 ,我 们 得 到 
LW = | | LZ, BET) 


+i do | ,LZ(x, t; Vs a) PCy, o; &, To) dy 
To R 
» 29 * 


-- Dlx, t; E, To) } (EE = 0 


于 是 我 们 有 : 

定理 11 AM D = R” 时 (41) 和 (42) 的 假定 是 满足 的 ， 
Mik p(x) 为 R” 中 满足 (6.5) 的 连续 函数 , 则 由 (6.4) 定义 的 函数 
WE To< tT, PEE AHF I< tT HE 


(6.10) LW (x, 1) 一 0， 
当 上 一 To 时 ,有 
(6.11) W(x, t)—> p(x). 
往 后 我 们 需要 下 面 的 不 等 式 : HERI < 4 有 
(6.12) [PCx, t; &,0)| S const. (z — 1)? 
[atle El 
~ P| 4( — r) |; 
(6.13) [Orta ti St) < const. (¢ — r)” 
[lz 
x e| 4(z 一 了 工 ) | 


为 了 证 明 (6.12), 我 们 应 用 (4.9) ( 取 “一 二) 和 (4.15), 再 代 
助 于 第 4 节 引 理 3， 就 得 到 《2.8) 右 边 那个 积分 的 界 . 把 这 个 界 和 
(4.9) (u = n/2) 结合 起 来 ,再 回顾 (2.8), 就 推出 不 等 式 (6.12). 
应 用 (4.10) CR u = (n 十 1)/2) 就 可 以 类 似 的 方法 推出 (6.13). 

我 们 以 关于 条 件 (1.4) 的 记 注 来 结束 本 节 . 在 第 九 章 中 , RMN 
将 对 任意 阶 的 抛物 型 方程 组 构造 基本 解 ， 假 如 限制 这 些 结果 仅仅 
是 关于 抛物 型 方程 (1.2) 的 ,那么 我 们 就 发 现 只 要 用 较 弱 的 条 件 
(6.14) (anle, t) — ayl, t)| S Alx — xj” 
RE (1.4), 第 2 一 6 节 的 所 有 结果 仍然 有 效 . 

在 这 一 较 弱 条 件 下 我 们 仍 能 得 到 同样 的 结果 的 原因 ， 在 于 第 
九 章 中 我 们 把 系数 依赖 于 上 的 抛物 型 方程 的 基本 解 Z 作 为 氢 基 本 
解 。Z 是 不 以 显 式 给 出 的 ,这 需要 作 一 - 些 补充 解释 ,但 在 本 章 中 却 
不 会 遇 到 . 
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7 Cauchy 问题 

E Q= R" XxX [0, T] PRETER (r, 1), ER 中 给 定 了 
KR pl), BR—-PM u(x, 1) Æ Q = R” X (0, T] P WE 
抛物 型 方程 


(7.1) | LuC(x,t) = f(x, t), 
在 R” 上 满足 初始 条 性 
(7. 2) u(x, 0) = plr) 


的 问题 称 为 (在 带 形 0<t < T 中 的 ) Cauchy 问题 ,其 中 工 40. 2) 
定义 .我 们 总 要 求 问题 的 解 在 2 中 是 连续 的 . 
假定 f(x.) 和 p(x) 满足 有 界 性 条 件 


(7.3) |fCx, 2) | <const.exp[{A]x{7], 
(7.4) | @Cx)| <const-exp[A|x|7], 
Sih ARE 

(7.5) | h < UAT 

的 任意 正常 数 . 


定理 12 MELE CAD, (4;) (对 D= R", T=), 
T,= T), 以 及 f(x, t), p) 分 别 是 8 和 R” 中 满足 (7.3), (7.4) 
的 连续 函数 ， 并 设 fx, t) 对 re R” 是 局 部 Holder 连续 的 (指数 
xc)， 而 对 于 “是 一 致 的 , 那么 半数 | 


(7.6) ulas 1) = | Tas 15 Es OPCJA 


— [aT 5 Es DIE, Ddëde 


是 Cauchy 问题 (7.1),(7.2) 的 解 , 并 且 对 于 (x, EOF 
(7.7) lu(x, £)| < const.[k |x [|7], 

其 中 万 为 仅 依 赖 于 4, 4 和 的 常数 . 
| 证 明 ”鉴于 第 6 节 的 定理 10 和 11, 剩 下 只 须 证 明 (7.7). 
为 此 需要 下 面 的 引 理 . 

引 理 4 ”对 任意 的 &> 0, £ > 0, FERA C 一 C(h, e); 

使 得 对 于 一 切 rE R”, EE R", 不 等 式 
(7.8) hlx— g|? —(CA+ @) 16? S Cla)? 
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成 立 . 

证 明 Æ è = 0, 则 (7.8) 对 任意 C Dh RY. HED, 
Sy = x| |El, e = E/ |El, 则 (7.8) 有 如 下 形式 : 
(7.9) hly — el? —CAt+e) S<Cly}?, | 
现在 如 果 ly—el’<(At+e)/h, TEEL <0, 因而 (7.9) RZ. 
另 一 方面 ,如 果 |y 一 e| > h +e)/h, BWA 

ly} > [Ch + 6)/4]”@—1=9>0, 

因而 当 C 仅 依赖 于 4, 9 且 充 分 大 时 〈7.9) 显然 成 立 。 

回来 证 明 (7.7)， 首 先 利 用 假定 (7.5) 从 (6.12), 对 某 个 充分 小 
Ne > 0, 我 们 得 到 不 等 式 

IT(x, zt;$,7)| S 7 gee | PEEL 
x expl— (k + e)|x — |°]. 

用 这 个 不 等 式 和 (7.3) 去 估计 (7.6) 右 边 的 第 二 个 积分 ,并 以 5 代 换 
* 一 二 ,我 们 得 到 估计 界 


consi | | exp[l—els|’/(z 一 I) sup 


(z 一 了 )20 
{exp[Alz 一 二 | — (h + £)|ġ[’l} 
< const.exp[C |x|], 
这 里 已 使 用 了 (7.8). 用 同样 的 方法 可 估计 (7.67 右边 的 第 一 个 积 
分 . 
8. 伴随 方程 
由 定义 ，(1.2) 的 伴随 方程 是 方程 


z Ov z ðv 
8.1 L*v = iTo t + b7 t} a 

( ) v 之; a ne; ) Bx Ox, >, Cx, ) an, 

+ C*(x,t)v + Ov _ 0; 

Ot 

其 中 ` . 

Das, 
(8.2) t= —b +2 5 


j=] xj 


n Ob; si Bai; 
“x = a wer + if . 
Í pa Ox; 24 Ox ;Ox; 
于 是 我 们 也 可 写成 
83) Zry 一 > 一 Ov 
(8.3) v 2 or Cav) > 2 p C) t cw + Oe 。 


当 谈 到 L* 时 ， 我 们 总 假定 Bal Ox,» BeBe, Ob,/ Ox, Bb FF 
在 , 且 设 它们 都 是 连续 函数 . 

WR u 和 o 都 是 & 中 的 光滑 函数 (在 上 下 文中 “光滑 性 ”是 指 
对 x 的 前 两 阶 导 数 和 对 上 的 一 阶 导 数 存 在 并 且 连 续 ) BARAK 
证 
(8.4) vLu — uL*v = 2 1 Be [| “aij 这 一 uan 5 

一 Bai; uy | 一 0 v 
uv “Ox, ) 十 bu | By (uv). 

这 一 恒等式 称 为 关于 算 子 工 的 Green 恒等式 . 

如 果 * 和 vw 在 QQ 边界 的 某 个 邻 域 中 为 零 , 那么, RTI (8.4) 
的 两 边 积 分 ,得 到 


(8.5) | (vLu 一 uL*v) dxdt = 0. 
定义 ”一 个 (关于 自 变量 a, rn 的 ) 线 性 偏 微分 算 子 是 
指 形 如 
5 l QR ++K m 
ag,” "Kp x) 3 xk- .xzrEn 


的 有 限 和 . akoka) 称 为 这 个 复 子 的 系数 . 

定理 13 ” 设 L* 存在 ,又 设立 是 关于 变量 (x, £) 的 线性 偏 
微分 算 子 , 且 其 系数 是 连续 的 ,并 对 所 有 光滑 的 在 8 边界 的 某 个 邻 
域内 为 零 的 x,v WE 
(8.6) | (vLu — uÊv)dxdt = 0, 
则 E= L*, RÊ WARS L* 的 系数 恰好 全 同 . 

事实 上 ,由 (8.5),(8.6) 推 出 ,对 一 切 如 (8.6) 中 所 述 的 x, v, 有 
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| u(L* — Ê)vdrdi = 0, 


因此 (L* — 上)v 一 0。 我 们 可 以 使 用 下 面 的 定理 ,其 证 明 留 给 读 
者 ( 见 问 题 27. 

定理 14 如 果 M 是 关于 变量 x ……x 的 线性 偏 微分 算 子 ， 
其 系数 定义 在 区 域 G 中 ， 且 对 一 切 在 G 中 有 紧 支 柱 的 无 穷 可 微 函 
KA Mv 一 0, 那么 M =0, 即 M 的 系数 恒 为 零 . 

由 定理 13 得 知 , 工 的 伴随 算 子 L* 也 可 以 等 价 地 由 条 件 (8.5) 
来 定义 。 把 (8.5) 写 成 如 下 形式 


| (uL*v — vLu)dxdt = 0, 


我 们 就 能 断定 
(8.7) CL*)* = L, 

定义 ZL*z 一 (的 基本 解 是 一 个 对 所 有 (2.0, (E, 
r)EQ, <r 都 有 定义 的 函数 T*(x, 1; 5, z)， 它 满足 以 下 条 
件 : 

G) 对 每 一 固定 的 Er), 作为 (2, D 的 函数 (x € D, 
7T :上 一 rz) 满足 方程 Lv 一 0。 

Gi) 对 DD 中 每 一 连续 函数 jx) (如 DD 为 无 界 , f(x) 满足 
(6.1)) 有 


(8.8) lim| T(x, #5 E, e)¢(E)4E = fle). 


现在 我 们 仅 就 D= R 的 情形 而 论 ， 而 且 除 第 6 节 的 〈4)， 
(A3)" PRK 


(8.9) aij» > C 


Ox, 7? Ox,Oxrx ii} bis Ox, bis 
都 是 Q = R” x [Te T,] ROA FE Be DEB 对 于 x € R” CINA 
足 一 致 的 Holder 条 件 ( 指 数 a), 关于 * 是 一 致 的 ， 且 (1.4) 在 整个 

Kit ERZ. 
于 是 ,可 以 用 构造 了 的 方法 来 构造 L*v 一 0 的 基本 解 T*。 我 
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们 取 


(8.10) Z*(x,t; 6,0) = CCE, TT — e)” 
x [| Gee 


作为 拟 基 本 解 。Z* 满足 方程 Lav 一 0, 其 中 Lo 由 (2.7) 定 义 . W 
在 以 


(8.11) T*(x, 2; Š> r) = Z*(x, t; Er) + 
| | ,2*(x, t; ns oD (Nn, a; E, v)dndo 
代替 (2.8), 其 中 @* 是 积分 方程 


(8.12)  @*(x, z; E, r) = L*Z*(x, 1; &, 7) 
+ | | L*Z*(x, t; n, 0)O* (ns 0; E, r)dndo 
的 解 . | 
类 似 于 第 6 节 定 理 10 的 结果 是 成 立 的 , 且 有 类 似 于 (6.12) 与 


(6.13) 的 不 等 式 : 
(8.13) IT* (x, t; E, r)| < const. (r — 1) "2 


âle >El? 
x exp | eE], 
(8.14) EG, ft; &, r) «< const. (r 一 一 (2+DA 
_. ao |x — § |? 
x exp| 4(y — 2) |. | 
定理 15 ÆRE C41)’, (43) 下 ，L*v = 0 的 基本 解 T* 
FEH 


(8.15) T(x, t; r) =T*(E, 7; x, 2) (>r). 
GER ”I* 的 存在 性 已 讨论 过 , 剩 下 只 须 证 明 (8.15)， Sik 
函数 / 
u(y,0) =T(y, 0; 5T), 
v(y, o) =T*(y, 0; x, t)» 
其 中 ye R, ro <2, 
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在 区 域 ly] <R, r+e<o<ti—e (R>0, €>0) 上 积分 
Green 恒等式 (8.4), 并 利用 Lu =0, L*v 一 0， 就 得 到 


(8.16) | tr t — e)v(y, t — €) dy 


-| uly, r + e)ol(y,t +6) dy = Ir 
17 | <R 
其 中 


Fte 


— (is z Ou Ov 
ler = | | | (vay 2t — uay 22 
£ > IyI=R 和 'ðy; ' Oy; 


uy Sai.) + buv | cos (v, yidS,do, 


yi 
vÈ |y| = R 的 外 向 法 线 , 45, 是 |y| = R 上 的 曲面 元 素 . 利用 
(6.12), (6.13) 与 (8.13), (8.14) 得 到 ， 当 R— œ ff, Lr 一 0. 
因此 

|. u(y, t — E€)T* (yz t — £; x, t) dy 


-|， vlys r +e) (y, t +E; E, r)dy 


取 se 一 0， 并 利用 基本 解 定义 中 的 第 二 个 性 质 , 就 得 到 ules 1 一 
zz)， 上 如 (8.157) 成 立 . 
9. Cauchy 问题 的 唯一 性 

在 第 7 节 我 们 曾 证 明 满 足 (7.7) 的 Cauchy 问题 (7.1) 和 (7.2) 解 
的 存在 性 . 现在 我 们 证 明 唯 一 性 定理 . 

定理 16 设 工 在 a= R" x [0, T] PEAKE AN, 
(43), 则 Cauchy 问题 (7.1),(7.2) 最 多 存在 一 个 满足 有 界 性 条 件 
(9.1) I. lux, t)lexpl—k|x]?] dxdt < oo 
WR, Eh Rk HAP IER. 

由 此 可 以 推 知 ， 在 补充 假定 (4;)” 和 第 7 节 定理 12 的 条 件 
Fo 满足 (7.7) 的 Cauchy 问题 (7.1), (7.2) 存在 唯一 的 解 . 

证 明 我 们 必须 证 明 ， On Lulz, t) = =), u(x 0) = 0, 
那么 u(x, t) 一 0. 首先 将 证 明 对 于 某 个 充分 小 的 5, 当 0< 委 上 < 一 6 
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时 ,有 x(z，1) = 0. RGD) 为 一 任意 固定 的 点 ,其 中 0 一 7 一 8， 
我 们 来 证 明 x(z, 习 =0。 以 BR 表示 R” PA Yd, R 为 半径 的 
球 , 设 Bh 为 :Bg 关于 Brn 的 余 集 . | 

在 R” 中 存在 一 个 两 次 连续 可 微 的 函数 CE), 它 有 如 下 的 性 
质 ( 见 问题 4): 


(9.2) O eee 
(9.3) 0 <A(E) <1, Ele one 

+ 2 eae, DEDE, (EE R”), 
Hoth WBS RIERA 


对 于 zx = ulë, T), u = hEN CE, ts Š, r), 把 Green 恒等式 
(8.4) 在 区 域 EE Brus 0 二 ?二 7 一 6 (e >0) 上 积分 ,并 利用 
u(x, 0) = 0, 我 们 就 得 到 , 当 & 一 0 时 


(9.4) imf AOGE, F Es a(S, va 
TAF vB3RAi 


F 
= | | uL*vdëdr, 
BR 十 1 


因为 在 Br 之 外 ACE) = 0， 所 以 在 Br 边界 上 的 积分 不 出 现 . 
(9.4) 的 左边 等 于 h(x)u(x, 2) = «eG, 2). 利用 (9.2) 和 L*TG, 
4 ë, r) = 0 CÈ FJ h (8.15) HKD, RBA, me Bz, N 
L*y = 0. WE., 
_. 7 ðh OT Oh 
(9.5) xz 下 一 | | | 23an Fe oe + De ee 
+ Db; Shr Jasar. 
现在 ,从 (8.15) 和 (8.13),《8.14) 推 出 


IPC, Z; £, x) | + DET, E, r) 


水 1 一 大 12 
< const. (7 一 r) tD exp EEL] 。 
4(é— r) 
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| | ihe Ae 
` ZAMAH hiar -aye we EN HAAR -a ARARE e < Ht ayh EH aAa Eai AR P :Mr 


把 它 代 人 (9.5) ,我 们 得 到 


(9.6) |u(5 P| < const. exp| EE || |s, uE, w) lager, 


我 们 利用 条 件 (9.1)， 它 意味 着 

|, [a 18E ©) expt 2418 — #1asar < co, 
因此 , 当 R> co 时 有 
9.7) | fa E, #) lexpl 2417 — &/*1abar > 0. 


比较 (9.6) 的 右边 和 积分 (9.7)， 我 们 看 出 , WE 8 一 ak/8k, 那么 
5 R> 时 ,(9.6) 的 右边 也 趋 于 零 . TEHER, 0S <S, 
H 5 一 和 /94 时 ,有 u, 2) = 0. 

用 同样 的 方法 ,我 们 可 以 继续 证 明 在 5 和 4 上 25，25 <1<36 
等 等 带 形 中 w(x, t) 三 0。 于 是 证 明 完 毕 . 

我 们 用 下 面 的 例子 来 结束 本 节 . 热传导 方程 (a = 1) 

tag — Uz = 0 (—o <r <0, 0<t <1) 
满足 初始 条 件 
u(r, 0) =0 (一 co < r < œ) 

及 有 界 性 条 件 


(9.8) | | [u(x, 2)|exp[—K]|x|?**] dxdt < co 


(其 中 为 任意 给 定 的 正 数 ) 的 解 u(x, 1) 去 0 不 恒 为 零 . 

大 家 知道 ( 见 [80]) 对 任意 O> 0, 存在 无 穷 可 微 函 数 f(z) 0 
(一 co 二 :二 co)， 它 满足 条 件 : 当 :二 0 Me >1h A 一 0， 
而 对 于 0 委 上 <14 

FPG] << Cmm (mo 一 1， 2 …)， 

其 中 C 是 常数 . MER 
(9.9) u(x, 1) = > Os xm, 
假如 5 二 1， 则 这 个 级 数 和 它 的 前 二 阶 导数 在 (2,1) 的 有 界 集合 
中 都 是 一 致 收敛 的 .因为 
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jz(xy zi)| SC, 十 5 Cza 


m=] 


其 中 C; 都 是 常数 ,而 7 了 一 2/《1 一 8), 所 以 我 们 可 以 取 6 充分 小 ， 

使 和 < 一 2 十 s， 因 而 (9.8) 得 到 满足 . 
上 述 例子 表明 , 若 在 条 件 (9.1) 中 用 esp[—k]e| t], e > 0 

代替 exp[ 一 +|x|1*]， 则 定理 16 不 复 为 真 . 


< Czexp[C,|x|"] 


~m AtEm 


问题 


1. RA PRR 中 两 个 不 相交 的 闭 集 ， 并 设 4 有 界 ， 试 证 明 在 Rr 中 存 
ZE IX PERS TES BY FRR A(x): 当 x CA, Ae )=1, Bee BR Ae) =0, if 
对 一 切 x € R, OSACx) <1, 

[提示 : i$ ô = dist. (4,8), A 4, 记 所 有 到 4 的 距离 不 超过 5/2 WAPT 
组 成 的 集合 。 取 


Ax)=|, oz 一 Da (e = 6/3) 


其 中 
0 当 |x| ee If, 


r=) = 1K exp [一 | 当 |x| <e 时 .] 


2. 证 明 第 8 节 定 理 14. 

[提示 : 《由 问题 1) 对 任意 的 x*€ G， 取 一 个 在 G 中 有 紧 支 集 的 无 穷 可 
PR A, 使 满足 Ae), RARA M(hexp[Adxi t … + Antal) 二 0.] 

3, 对 于 在 区 域 G 内 有 充分 光 浓 系数 的 任意 线性 微分 算 子 © 


ðE yt +K au 
Lu = 24K, “K rG ) Ox 116 OK ? 


L*y = DY —1)8i to tks OR tte eg [a (x)v] 
ôx.. -Oxkn KiKa 


定义 它 的 伴随 算 子 。 如 果 Ot 一 ,我 们 就 说 二 是 自 伴 的 ， 试 证 明 伴随 算 于 
的 这 一 定义 与 下 述 定义 等 价 : L* 是 这 样 的 线性 微分 算 子 ， 它 对 于 在 G 内 有 
紧 支 集 的 所 有 无 穷 可 微 图 数 ws” 都 有 

| (vLu 一 uL*v)dx = 0, 
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4. 试 证 明 满 足 (9.2),(9.3) 的 函数 ACS) FE. 
[提示 : 利用 问题 1 中 的 4 让 A = Breams 8 = 1/4.) 
5. 设 T(x, 7) 为 RX( Ti] 内 Ze 一 0 的 基本 解 〈 在 条 件 
(4,》，《4;)” 下 ), 试 证 明 : 
F(z 与 全) 一 | (#585 ys 0) Cy, 93 TYdy (7 <O<2), 
6. 试 证 明定 理 12 中 所 作 的 假定 4< 如 /47 不 能 放宽 ， 
[提示 : 取 wx — u, = 0, u(x,t) = (1 — 4h1) exp[ hx’ /C1—4hr)].] 
7 .试验 证 如 果 条 件 (1.5),(1.6) 由 如 下 较 弱 的 条 件 代替 , 则 第 一 章 的 一 
切 结果 仍然 为 真 : WDNR RTE K, 存在 依赖 于 K 的 常数 4', 使 得 对 一 
团 x€EK, x ETo 委 上 7， 有 
|b; (x £) — bis 4) | <A" [x — x° |", 
[e(x, t) — (2°, 2)| EA |x — x". 
再 验证 8; ,< 为 整个 9 LM ER BRN RE TURK bie A DX 
(Tes Ti] 内 的 有 界 连 续 函 数 的 假定 . 
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第 二 党 


极 大 值 原理 及 其 若干 应 用 


引言 ” 设 D 是 以 :二 0 上 的 开 区 间 B, :一 了 上 的 开 区 间 
Br 和 在 0<: ST 上 都 有 定义 的 两 条 连续 曲线 Ci: x 二 7;(1) G= 
1, 2) 为 界限 的 二 维 区 域 。 设 * 为 在 OD 的 闭 包 ) D 上 连续 的 函数 
HÆ D+ Br 内 满足 0’u/0x? 一 Bu/6: >0. (热传导 算 子 的 ) 弱 
极 值 原理 断言 * 在 D 上 的 最 大 值 必 在 DD 的 边界 部 分 互 十 Ci 二 
C: 上 达到 ， 强 极 值 原理 断言 ,除非 x = const, 在 D 中 的 极 大 值 
不 可 能 在 D + Br 的 任何 一 点 上 达到 *， 

考虑 第 一 初 信 边 伟 间 是 : 
(0.1) Une — u, =f EDH, 

u = h 4.B+C,+C,£, 
Herh fA A 部 是 任意 给 VENAR. 由 弱 极 值 原 理 可 知 ， aT 
Ure — tt, =f AD, 

(0.2) . u = 中 在 B 上 ,. 


o + pu =g 在 C, 十 C: 上 
p 


的 解 的 问题 ,其 中 8 是 一 确定 的 函数 ， » EARR. M f» P» 8 都 
是 任意 给 定 的 函数 。 如 果 8 <0, 则 在 C,，C: 的 某 些 假定 下 ， 据 
极 值 原 理 可 证 明 解 的 唯一 性 . 


* 更 确切 的 含义 是 : BER Cros to) € Br 达到 zw 的 最 大 值 ， 则 u=const, (+52) 
E By 站 1 和 1. 考虑 函数 
| 0 Omr ctr 
z= 


一 (人 — T) TIST 


(O<tT<T) 
一 一 - 校 者 注 
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本 章 将 证 明 一 般 二 阶 抛物 型 方程 和 上 述 热传导 算 子 有 类 们 的 
结果 。 此 外 ,还 给 出 对 于 Cauchy 问题 的 某 些 应 用 ; 我 们 将 证 明 唯 
一 性 定理 和 某 些 “ 正 值 性 定理 ,” 即 断言 当 ule, 0) > OMA ule, 
‘) > 0 的 定理 。 在 最 后 一 节 将 把 某 些 结果 推广 到 二 阶 椭圆 型 方 
程 。 | 
在 本 章 的 大 多 数 定理 中 ， 我 们 都 假定 微分 方程 的 系数 是 连续 
函数 ， 读 者 也 许 会 注意 到 ,如 果 仅 假定 系数 为 有 界 函数 , 且 算 子 是 
局 部 一 致 抛物 的 ( 裙 圆 的 ,在 第 7 节 ), 则 一 切 结论 仍 为 真 . 

1. 极 大 值 原理 
BC+ DEAD ABA 


(1.1) Lu = 5 ai(x, t) 
| i, j=l anon 


| 十 2 bCx, £) a+ c(x, t)u 一 2e, 
我 们 列 出 往 后 需要 的 某 些 假定 : 
(4) 工 在 DD 内 是 抛物 的 , 即 对 每 一 (x, ze 和 任何 实 向 量 
E #0 A Dayle, Es; > 0; 
(B) 工 的 系数 都 是 万 中 的 连续 函数 ; 
. (C) EDA ce.) SO. 
我 们 总 是 假定 (1.1) 中 的 函数 x EDA « 有 二 阶 连 续 导 数 ， 
对 + 有 一 阶 连续 导数 . 
记号 。 对 于 DD 中 任意 的 点 中 一 《x?,z), 我 们 以 SCP) 记 D 
中 所 有 这 样 的 点 8 的 集合 ， 从 8 点 可 用 DD 内 的 一 条 简单 连续 则 线 
和 产 连接 起 来 ， 而 且 沿 此 曲线 从 0 到 Py, H r 坐标 不 减 小 R 
们 以 CCP) 记 包 含 P 的 DAL: = 2} (Er = to H) 的 组 成 部 分 . 
注意 : SPDC). 
强 极 值 原理 断言 ， 
定理 1 设 (4),《B),《C) Rw. MRED HP Lu 之 0 
(La <0), MA # ED 中 的 茶点 PO, 2°) 达到 正 的 极 大 ( 负 的 极 
小 ) 值 ,那么 对 于 一 切 的 PE SC 都 有 u(P) = ul), 
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在 第 2 节 中 我 们 将 给 出 定理 1 的 某 些 推广 . 

只 要 对 正极 大 值 的 情形 证 明 本 定理 就 够 了 ， 因为 负极 小 值 的 
情形 可 由 前 一 情形 用 于 一 x 而 推出 ， 为 清楚 起 见 ， 我 们 首先 《在 
(A), (B), (C) 的 假定 下 ) 建 立 若干 引 理 . 

引 理 1 假定 或 者 在 整个 D 内 Lx > 0, 5 或 者 在 整个 区 域 D 
A Lu > 0 fi clr, t) <0, 那么 x 在 D 内 不 可 能 有 正 的 极 大 值 , 

证 明 假设 * 在 D 内 有 正 的 极 大 值 , 我 们 将 导出 矛盾 。 设 
P= (2, ) 是 取得 极 大 值 的 点 ， 我 们 应 有 


(1.2) 5 a;(x°, t°) Ce <0, 
事实 上 , 由 线性 变换 y= Cr, D 变 成 区 域 D*, 不 等 式 (1.2) 变 为 
(1.3) S bi Fe) <0, 

f= Oy Oy; 


其 中 vy, t) 一 u(x t)> yo = Cx, (Bii) = C(ai;)C*CC* 为 C 
的 转 置 )。 取 C 使 (5;;) 变 为 单位 矩阵 , 再 注意 到 vly*, 是 v “在 
D* 内 的 正极 大 值 , 故 B62v(y",z)/8y <0 成 立 ， 我 们 就 看 出 (13) 
得 到 满足 ,因而 (1.2) 也 满足 . 

为 了 完成 引 理 的 证 明 ， 只 要 注意 到 在 点 (zxo， P) IEA Owy 
ax = 0, ðu/ðt = 0P. 因此 

Lul, t) < clx, Jul, 2°). 
又 因为 w(x*, £) > 0, MUR F Lu > 0, c SOM Lu > 0, c<0 
RIE — RTE RAT eB E. 
” 引 理 2 EDA Lu 之 0, 且 * 在 D 内 有 正 的 极 大 信 M， 

如 果 DD 包 含 一 闭 的 实心 椭 球 E: i 


5 A(x; 一 FP HUC Y < R G; >0, R>0) 
i=1 . 


且 在 五 的 内 部 « <M, 而 在 B 的 边界 8E LRA 了 一 (z ,7) 处 
有 u(x, 7) = M, BBA f= x*， 其 中 x* = (až, rž). 


(1) Ges) SSO, — REE 


征明 我 们 可 以 假定 了 是 8E 上 使 * 一 邓 的 唯一 的 点 ， 否 
则 我 们 可 以 限于 E 中 的 与 96E 仅 有 唯一 公共 点 P 的 较 小 的 闭 椭 球 
Ki. RE * 关 x**， 又 设 C 为 含 于 DD 中 的 中 心 在 P, 半径 
二 |x 一 x*| 的 (nx 十 1) 维 闭 球 ， 于 是 对 所 有 的 (x,z)EC 有 
(1.4) |r — x*| > const. > 0, 
C 的 边界 由 在 中 的 部 分 8C, ME E 外 的 部 分 6C; 组 成 。 显然 ， 
在 8C, 上 ,对 某 个 8 二 0, 有 
(1.5) u <M — ô. 

SIA PARK | 
(16) ACs #) = epf —e [SG — at + Ge — vy | 


i= 


一 exp{—akR’} (a> 0). 
在 互 的 内 部 4> 0,f£0E LA=0, 而 在 E 之 外 有 二 0， 此 外 ， 


exp a [> Alx; — xf)? + hm) i} Lh(x, £) 
i=1 
= le > ajjAjajCx; 一 xf Cx; -一 x; ) ~ 一 2a| dyads 
5 一: i=l 
+ >) bahla; — rž) — A(t — 2) | 十 c} 
i=1 


— sop{ oR orp{ a [> Xx; — x P + Ali 一 ay |}. 


利用 (1.4) 我 们 看 到 , 当 a 充分 大 时 ,右边 第 一 个 大 括号 里 的 表达 
式 在 C 内 是 正 的 。 因 为 <c <0, 最 后 的 一 项 之 0。 因 而 在 C 内 有 
(1.7) Lh >Q. 

FEC 内 考虑 函数 uu teh(e>0) #6 7D, WH 
(1.5) ME OC, LA o <M. EC LAY <MBA <0; 因此 
在 8C; 上 有 wv <M. 于 是 在 C 的 边界 上 <M, H o(P)=a(P) 
=M. 由 此 推出 在 c 的 内 部 vv 取 正 的 极 大 值 。 因为 (1.7) 得 到 满 
足 , 于 是 我 们 得 到 与 引 理 1 矛盾 的 结论 。 因 此 * 二 x**。 
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引 理 3 ”如 果 在 PP 内 Lu>0, HH DANA i A) 
处 取得 正 的 极 大 值 ,那么 对 所 有 的 PE CCP), 有 ww《P) = ul 

证 明 设 引 理 不 真 ,于 是 在 COP) 内 存在 一 点 已 一 G ， 
使 uP) < uP), A CCP) 中 的 一 条 简单 连续 曲线 7 把 PP 和 PP 
联接 起 来 ,在 7Y 上 存在 有 wu(P*) = uP) WA PT = G*, P), 
使 得 对 于 7Y EMP TEMP 间 的 所 有 点 P = Go), RA 
uC P) < uP). 在 PL 和 P* 之 间 取 7 上 某所 了 了， 使 得 由 P BDAY 
边界 的 距离 2 PP*, 

因为 x( 五 ) < x(P*)， 所 以 存在 一 充分 小 的 区 间 ore = x, 
部 一 6 委 1 委 如 十 se， 使 得 对 于 所 有 的 PEc 有 
(1.8) u(P) < u(P*). 
75 WE PEER IK Ea: | 

lx —x/??+1G— PS R (1 > 0). 

取 Rede’, 使 得 0 的 端点 在 EWWAL. 当 一 0 时 E o. 
当 a 增加 时 ; EN iu |= r) 无限 增 加 , 又 由 于 (1.8) ,存在 2 的 第 一 
个 值 ， 设 为 1 一 1o， 使 得 在 En 的 内 部 有 二 u(P*), 并 且 在 Er 的 
某 个 边界 点 O= (y, £) 处 = ulP*). A8), 因为 8 不 在 0 
上 , 即 y #2, 于 是 与 引 理 2 矛盾。 

引 理 4 iRASTOANRE 


ai a; SK; xi t a; (Gi =1,:--,2), 并 一 bo Stites 


又 设 在 D 内 Lu>d. WR u ARAB EMRABAER P= 
(x9, 2°) 处 达到 ， 其 中 x = (xz x8), 则 对 于 所 有 的 PER 有 
u(P) 一 u(P*). 
ik RIEKA, Fite RAE OM “(Q)<ulP), 

因为 在 2 的 某 个 邻 域 内 也 有 <u), 所 以 我 们 可 以 假定 8 不 在 
t= b ERROMPHMHREY LAEARP, 使 u= 
WP), 且 使 对 于 8 和 已 之 间 的 Y 所 有 的 点 王 都 有 xz(P) uP), 
我 们 可 议 假 定 P =P, HOE t= f~ at, 否则 我 们 可 以 限于 
某 个 较 小 的 矩形 来 讨论 ，。 
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设 R 记 集合 R 减 去 顶 面 : 一 的 集合 ， 因 为 对 于 Re 的 每 一 
把 oe C(O ) 包含 Y 的 某 个 点 ,以 及 在 Yhku< u(P°), 所 以 由 引 
理 3 推 知 ul) < uP). | 

51A ba 
《1.9) h(x, 2) =P —t— Klr— 2|? (K > 0). 
在 抛物 面 M: 一 1: = K|x — x°|? 上 ,4=0; EMBER, h< 0; 
MEMES FR, A> 0. RE RA KY AK Day <l, MRE 
R 充分 小 (我 们 可 以 这 样 假定 ), 则 在 R 内 还 有 

Lh = —2K >) ai; — 2K > bx; 一 x8) 


十 cf Rs J+1>0. 

M 把 R 分 成 两 个 区 域 ， 以 R' 表示 下 部 区 域 ..R' 的 上 边界 B’ 
DEA PAS =e 接触 ， 因 此 ,在 R 边界 的 其 余部 分 B” 上 ,对 
某 个 5 > 0( 由 于 在 Re 内 u <ul), Fuse) 一 95. 由 此 
推出 ， 对 任何 正 的 充分 小 的 e, FEB” LA vo Sut eh <ul). 
其 次 ， 对 B' WA RAR, RPS, BA oma <u), H 
v(P°) = uP). AER’ A Lo = Lu +eLh>0, 于 是 由 引 理 
1 推出 , vz ER 的 边界 上 取 其 在 R 内 正 的 极 大 值 。 由 以 前 的 附 
注 , 于 是 > 在 点 PP 处 取得 极 大 值 .、 

由 此 推出 Ov(P°)/O2 > 0. HOA (P?)/0# = =—1<0, 所 以 


(1.10) | 2P) > 0, 


男 一 方面 ， 由 假设 x 在 P 到 得 正极 大 信 可知 ， (1.2) 成 立 , H 
8u(P)/B8x; = 0, C(P)u(P?) <0. Abbe PR 0S Lu < 一 Bu/ 
Qt, BUGa(P°)/8: <0; 3X45C1.10) PS. 

我 们 现在 容易 完成 定理 1 的 证 明 . 

定理 1 的 证 明 BEE SP) 内 ute). TRARR 
QE SCP) 使 uC) < uC). 以 SCP) 内 的 简单 连续 曲线 7 把 8 
和 P 联接 起 来 ,使 从 2 到 巴 其 * 坐标 不 减 小 . 在 7 上 存在 点 PP 使 
得 x(P') = aP), 并 对 7 上 介 于 8 和 P 间 的 所 有 的 点 了 有 
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eee geht PR 生生 和 


O < 1. 以 Yo 记 7 的 介 于 8 和 P 则 的 那 部 分 于 弧 ， 构造 
机 i= 1,..'., nn), pmaer<e, 
其 中 已 一 (zx 如)， 而 < 充分 小 CRBEDA. 应 用 
5| 理 4 推出 ,在 这 个 矩形 内 u = uP). 因此, 在 这 个 年 形 内 的 > 
的 那个 线段 上 也 有 u = ul). 可 是 这 与 P' HENS. 

2. 极 大 值 原理 的 推广 
SITE (x 十 m) 维 区 域 D 内 系数 为 连续 的 微分 算 子 : 


(2.1) Mu = >) a (tot) arte + Dl +) 55 
iyi=1 fj 


+ >) « (x, 1) oe + > REF Ns — + elx, tu, 


BE Cx, t)= Care +> tan trot ts tm). BENSAN (x, Ne D, 
(a; (x, t)) JEEE, (y (x, t) HEEBH. REDA 
c(x, 2) <0. 

定理 2 ”在 上 述 关于 M 的 假定 下 ,如 果 在 D 内 M 4 之 0 
(Mu < 0), x 在 DD 内 有 正 的 极 大 值 ( 负 的 极 小 值 ) 且 在 点 P==(x'， 
°) 处 达到 , 则 对 所 有 的 PE CCP’) A uP) 一 uP). 

证 明 ”首先 我 们 注意 到 引 理 1 及 其 证 明 可 推广 到 算 子 M. 
引 理 2 也 可 推广 到 算 子 M ， 这 里 椭 球 是 


> „EE? — 4; *)? + > Hit; — F) S 


其 余 证 明 可 以 类 似 于 引 理 3 那样 进行 | | 
定理 3 einem 2 RT ame <o. 如 果 x 在 
DAFESRIEN GERARD MEDKAP tA, GEDA MuSd 
(Mu <0), WH CP Au =0. 
证 明 考虑 * 委 0 的 情形 就 够 了 . 函数 v 一 emp[ 一 an] 
满足 不 等 式 


(2.2) Mv = (M —c)v + 2a 5 aii Ov 
- i=1 Ox; 
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= — (au + aa 十 ch)z。 
因为 > <0, 所 以 对 P 的 任何 领域 NCNCD) 存在 充分 大 的 o, 使 
在 N 内 有 Me > 0。 由 于 在 Me 中 ”的 系数 为 零 ， 我 们 可 以 应 用 
定理 2( 设 应 用 于 vz 十 1), 从 而 断定 在 NNCCP) 内 v 三 0, 因此 在 
NN CCP) 内 也 有 ww 二 90。 于 是 CCP) 中 使 x = 0 的 一 切 点 所 组 成 
的 集合 为 一 开 集 ， 因 为 它 又 是 闭 的 ,而 CP) 为 一 连通 集 , 于 是 推 
出 在 CP) u= 0. | 

下 述 定理 是 第 1 节 定 理 1 较 强 的 说 法 ， 

定理 4 设 (4),(B),(C) 成 立 。 假定 «在 DD 的 茶点 忆 处 
有 在 集合 SCP) 中 的 正 的 极 大 值 ( 负 的 极 小 值 ), 且 在 PP 处 取得 . 
此 外 再 假定 在 SCP) 内 Lu 之 0 (Lu 委 0)， 则 对 所 有 的 PE SCP") 
有 ulP) = u(P), 

其 证 明 是 和 定理 1 的 证 明 一 样 的 ， 因 为 在 证 明定 理 1 时 我 们 
仅 用 了 uP) 是 x 在 SCP) 中 的 极 大 值 ( 不 必 是 DD 中 的 极 大 值 ) 这 
样 的 事实 . 

FHM At 一 i 上 的 一 个 开 区 域 ， 并 假定 为 DD 的 边界 
的 一 部 分 ,而 且 D 的 在 F 的 某 个 (x,z) 邻 域内 的 所 有 的 点 都 属于 
半空 间 二， 假定 a(x, ) 连同 它 对 x 的 前 二 阶 导数 和 对 上 的 一 
i SRB D+ FASE. MRP F, RRE SM) 内 有 Lu 之 
0, 则 定理 4 的 证 明 仍 为 真 ,其 中 sP) 是 对 D+ 定义 的 (因而 当 
Pe Fit}, SP) 包含 了 )， 我 们 把 这 一 附注 表 为 如 下 定理 ， 

定理 4 设 在 D++F 内 (4), (B): CORU. 假定 在 
D + FRA P ih u BERA S) 中 的 正 的 极 大 值 ( 负 的 极 小 
值 ), HE PP 处 取得 。 此 外 假定 在 SC(P) 内 Lu > 0 ) (Lu < < 0), 则 
对 所 有 的 PE SCP) 有 x(P) 一 u(P). 

把 定理 3 及 其 证 明 中 的 推导 和 第 1 市 的 定理 1 的 证 明 ASI 
理 3 起 ) 综 合 起 来 ,我 们 得 到 如 下 结果 . 

定理 5 设 (4), (8B) 成 立 。 如 果 在 SC(P) 内 uso ut), 
Lu > 0(Lu < 0) H «(P) = 0, WE S(POWN«=0, 

象 定 理 4 那 样 , 定理 5 也 可 推广 到 了 +F, 
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最 后 我 们 给 出 定理 4 的 一 个 有 用 的 推论 ， 并 称 之 为 弱 极 值 原 
H: 

定理 6 (4), (B), (CO RL, DJAR. 假定 * 为 D 
EAE, ADA Le >0(Lu 二 0)， 则 对 于 每 一 个 < 在 
SCP) 中 有 正 的 极 大 ( 负 的 极 小 ) 值 的 点 PED, 极 大 值 ( 极 小 值 ) 在 
SCP) 的 余 集 内 的 某 点 上 达到 .。 

注意 ， 定 理 6 ROE BAEC MED BA HEE SCP) 的 点 
上 取得 . 关于 定理 6 的 一 个 直接 证 明 见 问题 1. 

附注 如果 在 定理 1, 2, 4, 4，6 中 cle, :)=0, 则 对 任何 
常数 4 有 工 (xz + 4) 一 Lu。 因此 ,如 果 不 假定 * 的 极 大 ( 极 小 ) 值 
为 正 的 ( 负 的 ), 所 有 的 论断 仍 为 真 。 
3. 第 一 初 值 边 值 问题 

设 D 为 RY 中 的 一 个 有 界 的 (x 十 1) ÆR., M (x, t) 一 
(xis eta tnst) 为 RY 中 的 变 点 。 设 忆 的 边界 96D 由 位 于 上 一 0 
上 的 区 域 下 的 闭 包 , t 一 TCT > 0) 上 的 区 域 Br 和 位 于 带 形 区 域 
0 二 :过 了 中 的 流 形 5 (不必 为 连通 的 ?组 成 。 对 任何 集合 CG, 以 G 
记 G 的 闭 包 。 的 边界 上 的 3 十 如 部 分 称 为 了 的 正规 边界 (nor- 
mal boundary). 

令 

D,.=DN{0<t<r}, B= DNA = r}, 
S,=SN{O<t<r} 
并 假定 有 ,为 一 区 域 (0 < rz <T). 还 假定 存在 一 条 把 也 和 Br 联 
接 起 来 的 简单 连续 曲线 7, 使 沿 着 它 : 坐标 不 减 小 。 由 此 推出 ， 
对 每 一 (x,+)€D,0 二 t+ 二 工 有 
Gl) SC(x, t)) = D: + Bid 
SCl, t)) — S((x, 7)) = B+ S. 
第 一 初 值 边 值 问 题 是 在 D+ By 内 求解 微分 方程 


>» es è ë ù g o 9 


(3.2) Lulx, t) = fla, t), 
使 在 上 满足 初始 条 件 


(3.3) u(x, 0) = p(x) 
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在 S 上 请 足 边 界 条 件 
(3.4) u(x,t) = glx, 1), 
其 中 fs po g 都 是 给 定 的 函数 , 工 是 抛物 算 子 (1:1)。 我们 可 以 把 
(3.3) 和 (3.4) 合 为 一 个 条 件 
(3.5) u(x,t) = h(x, t) ÆB+SE. 

如 无 明确 的 相反 说 明 , 我 们 总 假定 4 为 互 +S 上 的 连续 函数 ， 
而 解 x 总 是 指 在 D LER, € D 十 Br 内 有 对 x 的 二 阶 连续 导数 
和 对 * 的 一 阶 连续 导数 ， 且 使 (3.2) 和 (3.5) 得 到 满足 的 水 数 。 不 
过 ， 如 果 4 在 某 些 点 了 间断 , 就 不 可 能 要 求 * 在 了 处 连续 , 而 代 
之 以 要 求 

lim inf ACQ) = jim infu(P) < < lim sup u(P) 


QEB+S, 0> 


= jam su WO). 


Bis, Q~ 

附注 如 果 对 于 io ARI 1 Æ ios Lu 中 Ou /Ox;,0x; 的 
系数 恒 为 零 ,那么 解 的 概念 可 减弱 为 不 要 求 导数 9/68xoBx; 存在 . 
如 采用 这 一 较 弱 的 解 的 概念 , 则 本 章 和 第 1, 3 一 7 章 的 所 有 结果 
仍 为 真 . (在 第 1 和 节 引 理 1 的 证 明 中 , 应 这 样 来 选取 变换 C, 使 对 
一 切 i A io 时 aj; 一 0 的 变量 xm 除了 可 能 乘 以 某 个 常数 外 都 不 
变 .) 

定理 7 设 工 满足 (4), (B). 那么 第 一 初 值 边 值 间 题 
(3.2), 《3.5) 最 多 有 一 个 解 . 

在 第 三 章 我 们 将 证 明 第 一 切 值 边 值 问 题解 的 存在 . 

证 明 如 果 c< 委 0, 回顾 (3.1) 就 可 从 弱 极 值 原 理 ( 第 2 节 定 
理 6) 推出 本 定理 的 断言 。 对 于 一 般 情形 ,可 以 利用 把 工 x 一 0 变 为 
(L—e) v=0 的 变换 oe u (ec) 把 CHAA c 之 0 的 情形 . 

考虑 非 线 性 微分 算 子 

Ou Ou )- Ou 


(3.6) Lu = F(x, t5 0, 一 一 ， 
Ox; OxiOx; ya 


Soh F 2) LIE TER ER 如 果 对 任何 p， pir‘ Do 
Piro" * ° > Pan PE . 
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OF (x, 1°, Bs Pis Pi) 
l (3-7) ( Opak ) 
为 正定 ;我们 就 说 在 点 〈z, 2) 处 工 是 抛物 的 . 
如 果 在 区 域 D 内 Lu=Lu, 假定 6F/6p, OF /Op,, OF /Ops, 
都 是 连续 了 冰 数 , 则 据 中 值 定理 有 


Oli — u*) ( ， Au 8u’ ) 
ð mee? Ox; ° Ox ;Ox; 


2 Bu? 8u’ 
TF Ca > Br; ” aon) 
= Ya, eee TA + Sb, lu! — u 2 十 elw — #), 
Xk 
其 中 ayy, bs 和 < 都 是 连续 函数 ,而 且 cond YEER. 

应 用 定理 7 我 们 断定 : | 

定理 8 定理 7 对 非 线 性 抛物 算 子 (3.6) 仍 为 真 . 

下 面 我 们 推导 方程 Lu 一 f 所 有 在 D LERE WR. 

(a) W CA), (B), (C) RX. 如果 在 D 内 Lu = 0, WE 


(3.8) max|u| < max|u|. 
D B+S 


把 弱 极 值 原理 应 用 于 * 和 一 * 即 可 推出 这 一 所. . 
(b) ix (A), (B) RY. H e(x, t) < 6, 如 果 在 DD 内 Lu=0, 


ij 
(3.9) max | # “| S < pel ul. 


事实 上 ,把 (a) 应 用 于 o = ue 即 可 . 
Cc) i (4), (B), (C) 成 立 , 假定 在 DD 内 对 茶 个 正 的 常数 4 
有 aa 入 十 b4 >l, WREDA Lx =f, H 
(3.10) max | «| < max| | + (e 一 1)maxif| > 
其 中 4 为 DD 在 x 方向 的 宽度 , 即 d HRTHE i 
mae dS eS x} 
对 所 有 的 xi 都 成 立 的 最 小 正 数 ,其 中 Cris rats £as DED. 
为 了 证 明 (3.10) ;我 们 引进 通 数 
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(3.11) h(x) = 1 — exp[aCx, -- x) ]. 
于 是 
Lh = — (anh? + blA)exp[i(x — *?)] 
+ ch S —exp[a(x, — YY] 和 一 en 


w = e**(max|f|)A + max|a| Eu. - 
D B+s 


显然 , Lw 二 0, 上 且 在 8 十 S$ 上 w 之 0. 因此 在 PD 内 w 之 0, 由 此 


推出 (3.10). 
(d) 在 (ec) 中 如 果 以 (x, 1) Se 代替 假定 (C)， 则 有 
(3.12) max |a | < e“ [max |u| + (e*t — L)max|f| J. 


E (c) 应 用 于 wv = we~" 即 可 推出 这 一 估计 ， 
4. Cauchy 问题 的 正解 | | 
不 仅 数 学 工作 者 对 正 的 解 感 兴趣 ,而 且 物 理工 作者 也 感 兴趣 
因为 根据 物理 的 经 验 , 抛物 型 方程 的 解 通常 表示 诸如 温度 ,密度 ， 
概率 分 布 等 等 这 样 一 些 正 的 量 . 
本 节 到 处 使 用 下 面 的 记号 : ~ 
Q, = R” X (0,T], Q = R" x [0,T]. 
我 们 总 是 假定 函数 * 在 2 内 是 连续 的 ， 
”我 们 经 常 要 用 到 下 面 的 引 理 . | 
引 理 5 B LEQ 内 满足 假定 C4), (B), mele DAE 
BR. WREE Q N Lu <0, Æ RW ulr, 0) > 0 HX F (0< 
t ST) 一 致 地 有 
lim inf u(x,t) 20, 


则 在 2 内 有 «Cx, ) >0. 
证 明 我 们 可 以 假定 c 委 0, 否则 我 们 可 以 先 作 变换 v 一 
ue t, 其 中 7 之 c<。 现 在 假定 R 充 分 大 , 则 对 任何 e 0 在 :二 0 
和 在 |x| =R, 0 过 :三 T 上 有 w(x， thte>od. 因为 L(ute) 
< ce S0, MA4 [el <R,0 St STH a(x, 1) +e>0, 于 是 
mlz Cx. t) mik e > 0 就 推出 w(x; 1) 20, 即 在 QQ 内 z 宇 0. 
。52 > 


(4.1) jae, DI <M, [6(2,2)| SMC! +1), 
e(x,t) S MC\«l? +1), 

其 中 ¿j=l streta ns Cr, t)€ DQ, 

定理 9 BLIE Q 内 有 连续 系数 的 拖 物 算 子 ， H W Æ 
(4.1). 假定 在 Q 内 Lu <0, 且 对 茶 个 正 的 常数 B 和 B86 在 Q 内 有 
(4.2) u(x,t) > — Bexp[8|r|’]. | 
如 果 在 R” A u(x, 0) 之 0， 则 在 Q 内 有 u(r, t) 20. 

TE H PRX 
(43) Ha,)= exp | Re +u]  (o<+<) 


满足 


利用 (4.1) 我 们 得 到 
=a < (116kn M? + 8knM + M — uk)| zl 
+ (8knM + M — v). 
TERE TEN k> 0, 我 们 可 以 选取 充分 大 的 正 数 上 和 ?> 使 
(4.4) | =a <0. 


FE FE DRI BL v:u = Hv, Hh HH (4.3) 定义 ， k > 8 是 固定 的 ， 
Mps v tE (4.4) ew (O<e<1/2u). 由 (4.2), X OSS 
1/24) 一 致 地 有 


fim inf u(x, 1) 之 0 


2 补足 方程 
= =~ Ov - v - 
Ly = i b; 一 一 十 一” 一 > 
> “i P On +2, Ox; e j 


ae reaa EH ii E ee Le id yd ii i = aa o na) 


. 其 中 f= 二 (Lu)/H <0, 而 


angy LH 
H’ 


cE = 


Bb, = b; +2 > a i 


4244), Ae <0, 所 以 可 应 用 引进 5 于 是 断定 在 R" X 【0， 


1/2p] 内 v(x, :) > 0. Akt ulr, t) 也 有 同样 的 结论 。 MA, 
我 们 可 以 继续 逐步 证 明 在 8 内 x 的 正 值 性 . 
由 定理 9 我 们 得 到 Cauchy 问题 


Lu = f(x, t) (x, re R” x (0, T], 
4.5 
(4.5) u(x, 0) = p(x) x€ R” 
的 唯一 性 定理 如 下 . 


定理 10 LAER Xx (0, T] 中 有 连续 系数 的 抛物 算 
子 , 且 满 足 (4.1), 则 对 某 个 正 的 常数 和 8 满足 
(4.6) |uCx, 2)| < Bexp[@|x|7] 
的 Cauchy 问题 (4.5) 的 解 最 多 只 有 一 个 . 

证 明 我们 只 须 证 明 ， 如 果 j =0, =OM«=0. ME 
定理 9 于 x 和 一 * 即 可 推出 这 一 结论 . 

把 定理 10 和 第 一 章 第 9 节 定 理 16 作 一 比较 是 有 趣 的 .定理 
10 对 于 系数 的 假定 弱 多 了 ,有 界 性 条 件 《4.6) 的 限制 较 之 相应 的 条 
件 (1.9.1) 的 限制 稍 多 一 些 . 更 值得 注意 的 差别 是 在 证 明 方 法 上 : 
证 明定 理 10 时 我 们 用 极 值 原理 ， 而 证 明 第 一 章 定理 16 时 用 基本 
解 。 现 在 仅 对 二 阶 抛物 型 方程 知道 极 值 原理 , 因此 不 能 把 定理 10 
的 证 明 推 广 到 更 一 般 的 抛物 型 方程 上 去 . 另 一 方面 , 可 以 对 任意 
阶 抛物 型 方程 组 构造 基本 解 ,所 以 第 一 章 定理 16 也 能 推广 到 那样 
的 方程 组 上 去 ( 见 第 九 章 第 5 节 ). 

作为 极 值 原理 的 男 一 应 用 ,我 们 将 证 明 对 于 仅 满足 下 有 界 条 
件 ( 见 下 面 的 定理 13) | 的 解 的 只 一 HEM, 首先 建立 在 第 一 章 中 
re, t; E, z) 的 一 人 所。 

定理 11 ” 设 工 满足 第 一 章 第 6 节 的 假定 (41), (4;)，, 则 
T(x, t; 7) 为 一 正 值 函 数 ， 
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证 明 OER" LARS EE A RAG, 我 们 
引进 函数 | 


vest) = È „TCs t3 Es IEE. 


因为 对 于 rci <ST, Lo=0, v(xr, r)={6)>0 H lim inf 
v(x, 2) > 0, 于 是 由 引 理 5 就 推出 v(x, t) 0. 


取 一 非 负 连续 函数 的 序列 {fm(5)}, 使 当 |# 一 外 | > = 


例如 , fmC) 一 pym(# 一 E), HH oe) 为 第 一 章 问 题 1 中 所 
cE MASP. 以 vn(x, 1) 记 对 应 于 f=te. THT? AR v(x, t). 
于 是 对 任何 固定 的 (x?, 2), (8,79, 8 > OR 


limom(x®, 1) = T(x, 1, E, 70). 
fH» 00 


因为 对 所 有 的 zw 有 vml, 2°) > 0, TÆER TC., 2; E, oS. 
最 后 ,我 们 指出 对 每 一 固定 的 E, t), T(x, t; E, 7) Æ const, JF 
应 用 第 2 节 定 理 5, 就 可 推出 了 的 严格 正 值 性 . 

对 于 某 些 抛物 型 方程 说 来 , 工 不 仅 是 正 的 , 而 且 当 |x —FlS 
1/8, 一 YY 过 8 时 还 有 如 下 的 下 界 : 
(4.7) T(xst; ,7) > Cexp[—7]|x — &]’], 
其 中 6 为 任意 正 数 ,而 C 和 7 则 为 (依赖 于 6 的) 正 的 常数 . 因此 
对 热传导 方程 的 基本 解 ToCx, t Er), 从 显然 的 公式 


, _-_ i — ¢)-* ex _ ie — El’ 
r(x, t; Ë, T) (af = YP C r) l P| ai 


就 推出 不 等 式 (4.7). 
注意 到 如 有 果 T 是 (1.1) 的 基本 解 , 那么 对 于 任 一 使 得 
(4.8) Fæst) KE T) = 0r — ED (〈 当 lz 一 引 一 co)， 
”的 光 谓 函数 Cest) RR 
T'(x, t; §, 7) = T(x, t; E, T)exp [f(s, T) — f(x, 2)] 
是 方程 | 


并 5 at ” 
L'o = D) aa oe + D (b t2 D ai) ae 
1 OxOx; z=1 j=1 Ox; 


of =1 


+ (< 十 ` b;fi + > aif 十 2 asfif; 
i=1 ijel i,j= 


的 基本 解 ,其 中 f; = Of/Ox;, fe = OF/Ot, fii = O'F/Ox0x;. WA 
对 于 性质 (4.7) 成 立 , 则 对 于 TT CERY. 

如 果 把 工 看 作 是 热传导 算 子 , H f(x, 1) 一 Ebiz;/2, bi AB 
数 我 们 就 断定 


的 基本 解 满足 (4.7)， 通 过 对 * 作 线 性 变换 就 推出 对 方程 
z Fu Z Ou Ou 
(4.9) Lou = rt Za 
(a;; HERO 

的 基本 解 (4.7) 也 成 立 ， 

我 们 再 作 一 个 总 的 评述 : WE (4.7) 对 Lu 一 0 的 基本 解 成 
立 , 则 它 对 于 (L + ou = 0 的 基本 解 T。 也 成 立 ,其 中 。 为 任何 正 
值 函数 。 事 实 上 ,考虑 函数 


v(x, t) = |. [T(x, t; Š, T) — T(x, t; Š, t)1f(E dé, 


其 中 PCE) 如 定理 11 的 证 明 中 所 述 . 显然 , 当 |z| 一 co 时 limv(x， 
t) = 0, 因此 v(x, 0) 一 0， 因 为 
LIT ~T)= LT — (L + eM. + eT, = eT > O, 
所 以 还 有 Lv 宇 0。 据 引 理 5, 对 于 rz 一 上 < 委 了 了 有 v(x, za) <0. 
如 果 象 在 定理 11 的 证 明 中 那样 取 序 列 {fw}, 我 们 就 断定 T 一 T. 专 
0， 因 此 对 于 Tes (4.7) 也 成 立 . 
因为 变换 kx 一 pe 把 Lu=0 BH (CL +1)0 = 0, E Lu=0 
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的 基本 解 T(x, t E, T) 变 为 ( 工 十 1 一 0 的 基本 解 rC, 
t; 上 7)， 于 是 推 知 ， 如 果 在 前 面 的 评述 中 不 假定 e XE. NEE 
仍 有 效 . 因而 ,如 果 对 Lu 一 0 的 基本 解 《4.7) 成 立 ， 则 对 《 工 十 
eu = 0 的 基本 解 它 也 成 立 ， 其 中 e(x,t} 为 任 一 (关于 * 为 一 至 


ENRE Lo 就 得 到 如 下 结果 . 
定理 12 aan 


(4.10) Yai oe = + >) ， oe 一 
i, j=l f 


不 等 式 (4.7) ee, “et fijo bi TERR. c(x, r) 为 关于 x 一 致 
Hilder 连续 的 连续 有 界 函 数 ， 

现在 我 们 对 Cauchy 问题 的 下 有 界 解 证 明 唯 一 性 定理 . 

定理 13 LEO =R"X [0, T] 内 满足 第 一 章 第 6.8 节 
的 假定 (ANV, (4), 且 (4.7) 成 立 。 WR Q = R” x (0, T] 内 
Lu=0,im 4 R” E w(x, 0) 三 0, 又 若 对 某 个 正 的 常数 互 和 6，x(x， 
t) 满足 《4.2), WEW w(x, t) = 0. 

回顾 定理 12, 我 们 得 出 下 面 的 : : 

推论 1 如果 * 是 (4.10) 在 Qu 内 的 解 ,在 R” 内 u(r, 0)=0, 
H u 满足 (4.2), MIZE OW u(x, t) = 0. 

定理 13 的 证 明 BERS 推出, 在 2 内 ale, 1) >0. X 
任何 R > 0, 引进 函数 


Urlas) = | PCa, ts E, Tul E, rd 


由 基本 解 的 第 二 个 性 质 ( 见 (1.1.7)) 推 出 , 当 [el < R ee 
Un(x, 1) —> ulr, t); 4 |x| >R 而 z->T 时 Uk(x， t)—> 0. 此 
外 ,因为 当 |x| = RAS Ups, t) mae, t) mE Ur S Urn (A 
为 了 二 0，# 之 0， 所 以 推出 对 于 任何 ye R, 4 x 一 y, tor 
时 有 


lim inf Ur(x, t) S uly, 2). 
CA] rf BEI x v(x, t) = u(x, t) — U(x, t) {py KE 
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lim inf vlr, t) 20. 


因为 当 |x| 一 co 时 (对 :Cr <t <T) 一致 地 ) AUR, 1) > 0, 
又 因 为 在 2 rh a(x, t) > 0, 所 以 推出 对 Mr 一 上 ST) 一 致 地 有 
lim inf olx, t) = 0. 

由 引 理 5 的 证 明 我 们 断言 ix, 2) > 0, 即 

Plas ts Bs wus ra < ule, 2), 
因为 对 于 任意 的 R > 0 这 一 不 等 式 成 立 , 又 因为 被 积 函 数 是 非 负 
的 ,我 们 断定 
GID ,Te 15 E DuC, rds < ule, 2). 

对 r 积分 并 取 * = 0, 我 们 得 到 
《5 
By 8 为 任何 小 于 t 的 正 数 , 利用 (4.7) 我 们 得 到 
| |. exp[—y|&l?]u(é, r)dëdr < oœ, 

运用 第 一 章 第 9 节 的 定理 16, 从 而 我 们 发 现 ， 在 带 形 0<z 一 :一 
6 H ulë, r) = 0。 因 为 可 使 * 一 8 任意 接近 于 T, 所 以 在 2 内 有 


u = 0, : 
推论 2 ”如果 在 Q, 内 Lu =0, EOW ulr, D> 0, HL 
满足 定理 13 中 所 作 的 一 切 假 定 , 其 系数 关于 (x, 7) 都 是 局 部 
Hilder 连续 的 , 则 x 有 表达 式 
(4.13) w(x, 门 一 |. T(x, t; E, 0u(Es OE (æ, 2) E Q. 
事实 上 ,如 以 Cr, 2) 记 上 式 右边 的 积分 , 则 由 (4.11) 我 们 有 
u(x,t) v(x, t). v(x, 1) Æ R” Xx [0,8] 上 连续 , 其 中 se 二 0 
为 从 (1.6.12) 以 及 不 等 式 
{expr |E|"]u(B, 0)48 < 00 
CM «= 0,7 = 0 利用 (4.7)) 
得 到 的 充分 小 的 任意 数 ， 因 为 (x, 0) = v(x, 0), 所 以 如 能 证 明 
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v 为 Lv 一 0 在 Q 内 的 解 ， 就 能 从 定理 13( 用 于 w 一 v) 推 出 
(4.13). 为 了 证 明 这 一 点 ， 注 意 到 对 每 一 (x, t) 有 Url, t) > 
v(x, t) GBE Ux 的 定义 中 zr 一 0), 此 外 当 RI 时 Urt, 且 对 于 
有 界 集合 中 的 (x, t), Up 关于 RR 是 一 臻 有 界 的 CAA Ur(x, 2S 
u(x, 1))。 现 在 我 们 可 以 应 用 第 三 章 第 6 节 定 理 15 COKE ABIL 
的 系数 关于 (x, z) Holder 连续 的 假定 )。 由 此 推出 v(x,t) 是 
Lv 一 0 的 解 . 

如 果 换 掉 假 定 44.7) ,我 们 仅 假定 
(4.14) T(0, 2; T) = Aexp[—6|$|7] 

(FE R*,t—t> 5), 

其 中 8 为 任意 正 数 ,而 4 和 8 为 (依赖 于 5 的 ) 正 的 常数 , 则 定理 13 
的 证 明 仍 为 真 。 因 为 在 附录 中 将 指出 ( 见 附 录 , 定 理 5' 的 推论 1)， 
aa (A,)’, CA) abi ke» M 则 对 所 有 充分 小 的 6 > 0, (4.14) 
e= 0, 则 定理 13 pena (4y LIS INEK, S 的 推 
论 2. | 
5. 第 二 初 值 边 值 问题 

定义 RP= (2°, o) 为 区 域 万 的 边界 aD 上 的 一 点. 如 
果 存 在 中 心 在 (z, 2) 的 闭 球 B, 使 BCD, BNOD={P*}, 且 如 果 
xx, RRP 有 强 内 球 性 质 (inside strong sphere property). 

i Mu 为 在 (2.1) 中 定义 的 算 子 ， 并 设 在 第 2 节 定 理 2 中 对 
Mu 的 一 切 假定 不 仅 在 了 内 满足 , MEELED 上 也 得 到 满足 此 外 
还 假定 忆 是 有 界 的 .假定 x* 是 万 上 的 连续 函数 , 在 D 内 有 Mu> 
0. MRED ke 有 正 的 极 大 值 M, 则 据 定 理 2, 对 DD 的 边界 8D 
ERA P = (2°, 2°) A uP) 一 

定理 14  ” 设 上 述 假 定 成 立 , 而 PR 有 强 内 球 性 质 , WPS 
SIR V, HE DAV KA u<M, 则 对 任何 不 相 切 的 内 方向 r， 在 
P 处 有 


(5.1) Du = lim inf A <0, 
Or at>0 


所 谓 不 相 切 的 内 方向 是 指 从 P 指向 球 B 内 部 的 那个 方向 , 而 
球 B 的 边界 在 中 处 和 8D 接触 ， | 

证 明 我 们 可 以 假定 B 的 内 部 在 DNV 内 . 以 5 记 B 的 边 
T. 设 为 一 超 平面 , 它 把 (x, t) 空间 分 为 两 个 半空 间 x M at, 
使 得 (xX, Der, fh O°, Meat. Ax 关 x', 我 们 可 以 选取 x， 
[E Bt = nt MB 为 非 空 ， 且 使 对 所 有 的 C, 2)€ Bt, [x — r| > 
const. > 0。 BY 的 边界 由 在 S$ 上 的 那 部 分 C， 和 在 x 上 的 另 一 部 
分 C; 组 成 . 

引进 函数 
(5.2) A(x, t) = exp{—al|* — z|? + |: — 7121} 

一 exp{—aR?’}, 
Eh RFE SHB. EC Ek=0, Æ Bt LADO, ME BTA 
4a 充分 大 时 Mh > 0. 

对 于 任何 充分 小 的 s > 0, Re = u + eh HEC, EINEM. 
对 于 PE Co, 4 PAP R e(P) 一 xpP) 二 M, 有 Hv(P)=u(P)= 
M。 因 为 在 8+ 内 Mv 二 Mu 十 EM8h4 > 0， 所 以 vz 不 能 在 B7 的 
内 部 取 其 在 Bt 内 正 的 极 大 值 M( 从 定理 2 可 推出 这 一 点 ,但 也 可 
给 出 一 个 类 似 于 证 明 引 理 1 那样 的 直接 证 明 )， 因 此 , Æ BT A 
部 就 有 >” 二 M。 由 此 推出 ,在 PP 处 

Ov 


(5.3) < = liminf 全 A <o. 
Or At>0 


因为 88/6y > 0 (> 为 二 直 的 内 法 而 04/00 = 0 Co 
为 在 P 处 任何 与 s 相 切 的 方向 )， 所 以 我 们 断言 94/97 > 0. 把 
这 和 (5.3) 结合 起 来 ,我 们 发 现在 如 处 Bu/6r = ðv/ðr 一 ek/ 
Or < 0, 

附注 1 在 DNV ARE u <M 当然 是 必 不 可 少 的 , 否则 . 
在 DNV 内 xw 可 以 是 常数 ,因而 6x/8r 一 0. 

附注 2 ABI TA x* 的 假定 。 这 可 由 下 列 反 例 看 出 : 
Ou Ou 
Ox’ Or 


P=(0,0), Mu= u(x, t)=1—2 


e 60 = 


m DHFR: >O. 
附注 3 如 果 PO OD 的 顶点 , MER 14 无 效 . 作为 一 个 
肥 例 ,我 们 取 DD 为 由 
HPL R, < Yx, LYX (yi > 0 >ya 
所 定义 的 区 域 , 并 设 


Ou Ou 
p? = 0,0), Mu = 一 一 一 》 
(0, 0) “Bm Ol 


u(x,t) = (t — yx) rx — i) thl. 
TEED u< 1, Æ P 4h u= 1, MA RZN 


Mu = —2yır: + OC\x| + |:|)> 0. 
然而 对 于 任何 方向 r, 在 PP 处 有 Ou/Or = 0. 
现在 我 们 给 出 定理 14 的 应 用 . 


仍 采 用 第 3 节 的 记号 . 设 8 为 在 刀 的 侧 边界 $S 上 所 定义 的 连 
SRR r 为 在 5 每 一 点 上 都 有 定义 的 连续 变动 的 方向 . ZED, B 
RS 上 分 别 给 定 了 任意 函数 ,PpP 和 由 , 在 D+ By 内 求 抛物 型 方 
程 > 


(5.4) Lu(x, t) = f(x, £) 

的 解 , 使 在 互 上 满足 初始 条 件 

(5.5) | u(x, 0) = p(x), 

在 3 上 满足 边界 条 件 

(5. 6) Pule, Buler, t) + B(x, tju(x, t) = bCx, t) 


ramets 如 果 总 不 与 3 相 切 ， 就 说 问题 
是 正则 的 . 

当 刀 是 以 五 为 底 ，$ 为 侧 边界 的 圆柱 时 ， 如 果 > 一 Oos 
vas 0) 是 SERRA Ce 1) 处 的 内 法 线 , 则 据 定义 , SHE Ca, 4) 处 


的 内 补 法 线 为 向 量 u = (us . “pns0)， 其 中 m= Dy ajx» t)v;. 


FH. MR ar 一 6;;， 则 法 线 和 补 法 线 重 合 。 如 果 DD 是 一 圆柱 ， 
而 (5.6) 中 的 方向 7 为 内 补 法 线 时 ， 我 们 就 称 问 题 (5.4) 一 (5.6) 为 
e 6) » 


ea ple eae. 
如 生存 在 一 条 以 PO OL AT BS BR 其 一 切 内 点 都 在 万 
内 , 我 们 就 说 方向 zr E Pe sS 处 ) 指 向 马 的 内 部 . BFR FE P Aha 
内 球 性 质 成 立 , 则 * 指向 接触 超 球面 的 内 部 是 不 言 而 喻 的 ， 当 然 ， 
假说 SS 在 疡 处 有 唯一 的 切 超 平 面 , 这 并 不 给 7 强加 更 多 的 限制 . 
现在 我 们 把 Ou /Oc HELFA. WE 指向 DD 的 内 部 , 我 
们 就 可 以 把 Ou/Or 定义 为 方向 导数 , 妈 
(5.7) ule t) _ m the t) — u(x, 7 2N 


lim — AT 


其 中 (x, 位 于 从 (x, A 发 出 的 沿 方向 + 的 射线 上 , Ar 是 从 


(x, 7) 至 | (x, t) 的 距离 . 
对 任何 方向 7, 定义 Ou/Oc 的 另 一 种 方法 是 
(5.8) | Bu(x, £) — lim Buly, o) 
Or (¥,0)>(x,1) Or 


其 中 (y, DED, 而 (ys 0) 一 (x, 1) 是 沿 着 在 C, 1) 的 切线 指向 
DP 的 内 部 的 任 一 弧 取 的 ( 当 适当 的 规定 方向 时 ) 极 限 与 弧 无 关 . 

如 果 z 指向 D 的 内 部 ,那么 由 (5.8) 可 直接 推出 (5.7). 

今后 我 们 总 假定 (5.6) 中 的 方向 * 指向 了 的 内 部 .还 假定 
(3.1) 成 立 . 最 后 ,我 们 把 8u/8r 看 作 是 按 (5.7) 意 义 定义 的 . 

EMIS 设 革 是 定义 在 DD 上 的 有 连续 系数 的 抛物 算 子 ， 
c(x, 1) <0, 且 对 每 一 Pe S 强 内 球 性 质 成 立 , 而 6 二 0。 此 时 第 
三 初 值 边 值 问 题 (5.4) 一 (5.6) 最 多 有 一 个 解 。 如 果 z 与 上 无 关 ， 
那么 可 以 省 略 Cr, t) <0 的 假定 . 

证 明 PEH o 一 。-riw 即 可 推出 最 后 那个 结论 ,其 中 7 宕 
“_c(x, 1). 我 们 必须 证 明 : MR a0, p= 0, p = 0 Wu = 0. H 
在 设 «#0, 于 是 我 们 可 以 假定 * 在 DD 上 有 正 的 极 大 值 M. 如 果 
u(P) 一 M， 则 马 不 能 属于 任何 B,《0 二 z 志 T), 因为 强 极 值 原 
理 ( 第 2 节 定 理 4") 意 指 在 SP 内 zx m= M。 另 一 方面 , 由 (3.1)， 
Bk u(x, 0) =M, 它 和 w(x, 0) = 0 的 假定 矛盾 。 于 是 推出 ， 
u 的 极 大 值 只 能 在 S 上 取得 ， 
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因此 对 某 一 Pe s, A u(P)=M, HEVNADA «<M, 其 中 
V 为 忆 的 某 个 邻 域 .因为 强 内 球 性 质 成 立 , 我 们 可 以 应 用 定理 14, 
以 而 断定 在 P 处 Ou/Or 一 0. 但 因 在 P Xb 

Ou 
Be = — ĝu > 0, 

于 是 产生 了 矛盾 . | 

附注 在 SA = 了} 的 点 满足 强 内 球 性 质 的 假定 是 很 强 
的 限制 。 值 得 注意 的 是 如果 省 略 这 一 假定 ， 而 在 SN{:=T} E 
8 < 0, 那么 定理 15 的 断言 仍 为 真 . 同样 地 ， 如 果 省 掉 ( 在 $ 的 所 
有 点 处 ) 强 内 球 性 质 的 假定 ,而 在 S 上 6 二 0, 那么 定理 15 的 断言 
WAR. 只 要 把 前 面 的 证 明 稍 加 修改 就 可 得 到 证 明 . 
6. 比较 定理 

本 节 仍 沿用 第 3 HS D, S, B, Drs BeF Se B, (0< 
r <T) 是 R* 中 的 一 个 区 域 , 了 是 RY 中 的 有 界 区 域 . 

定理 16 设 vlx, t), w(x, t) ED ENEMA, 它们 对 
x 的 前 二 阶 导数 和 对 t 的 一 阶 导 数 在 DD 内 是 连续 的 ， 设 F(x, s, 
Po Pis pu) Gs i=l," n) 及 其 对 par 的 一 阶 导 数 都 是 区 域 E 内 
的 连续 函数 ,E 包含 点 (x, ts po Pis Pi) 所 成 集合 的 闭 包 , 其 中 

(x, 2z) ED, pélv(x, t), w(x, 1)), | 
.2 Gale), 

这 里 (a, b) UKE a, 2 的 区 间 。 再 假定 (BF/8bix) ZEKE 
阵 . 

WREDA l 
(6.1) ar > F ( >， tv; oo Bb) 


| Ow ( Ow Fw ) 
6.2 一 一 S F 9 bo >? > 
C ) Or * r> w Ox; Ox,0x; 


HEB +S LA 
(6.3) © v> Ww, 
WE DALES o> w, 
e 63 > 


证 明 ZBRKE O, T) 内 所 有 使 v(x, i) > w(x, i) 
(re Ba 0 过: 二 o) 的 点 0 的 集合 M。 如 能 证 得 lu.b.o 一 了 7， 
则 定理 证 明 完 毕 . 设 n=l u.b. co。 所 (6.3) 有 n> 0。 如果 n< 
T, WE D, 内 函数 z 一 v 一 w 为 正 , 在 B,, 上 为 非 负 , 而 在 B, 的 
ta P = (e, 2) 处 等 于 零 . 如 不 可 能 属于 BL 的 边界 ， 因 为 据 
(6.3) ;在 S 上 有 >v > w* TEP UE Bi 内, 且 为 x 在 区域 内 
取 最 小 值 的 点 .由 此 推出 

= 3z (P _ 
Ox; 
由 类 似 于 证 明 (1.2) 时 所 用 的 理由 ,我 们 有 
DR 6?z(P0) > 0 
yal ‘Opi Ox,Ox; | 
其 中 5 的 自 变 量 为 的 任何 点 ， 最 后 ,因为 o) = u), hh 
值 定理 推出 , 在 PP 处 (6.1) 的 右边 大 于 或 等 于 (6.2) 的 右边 .因此 ， 
在 PB 处 6w/6: 二 00/02. 可 是 ,因为 对 所 有 的 Pe D, 有 x(Po) 一 
zx(P)， 所 以 在 PP 处 02/020; 这 就 得 到 矛盾 、 | 

定理 17 保留 定理 16 的 假定 ,但 是 将 (6.3) RH 

(6.4) v > “s (x, 2)EB 


(6.5) 2. + ele, t, 0) < 2% 5e 2 十 A(z, t, w), (æ, DES 


其 中 8 JERAM, r=7T(x, z) 指向 D, 十 B,, (RIE Ov/Or, Ow Ot 
《由 (5.7) EM) 都 存在 , 则 在 D 内 v > w. | 
其 证 明 与 前 面 类 似 , 不 同 之 处 仅仅 是 由 于 (6.5) CRS (6.3))， 
= (2, 2°) 就 不 可 能 在 Bao 的 边界 上 . 
7. 椭圆 型 方程 
考虑 线性 微分 算 子 


(7.1) Lu = >) aale) 3 
其 系数 定 又 在 基 个 ?= RED 内 如 采 定 阵 Ca 为 正定 , Bp 


= 0. 


+ > b; O- ~ 一 一 十 cx) us 


* 原文 为 us UMA w -~- 一 译 者 注 
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对 任何 实 同 量 $ 冯 0, 有 Dia 8.5; > 0, 就 说 工 在 点 如 处 是 李 
TETT 

糖 加 算 子 的 强 极 值 原理 是 如 下 定理 ; 

定理 18 设 工 为 椭 图 算 子 其 系数 在 DD 内 连续 ,是 c), 
Lu > 0 (Lu <0). mu Æ const., Mile KAEEDAR LAR 
大 值 ( 负 的 极 小 值 ). 

证 明 如 果 w 有 正 的 极 大 值 M , 则 对 某 点 ze D 有 u(x") 二 
M. A u Æ const., TAA ED 使 w(x) < M。 仿 引 理 3 的 
延明 进行 下 去 就 发 现 : 存在 这 样 一 个 以 x* 为 心 OB 为 边界 的 闭 球 
B, ROB 上 有 w(x) = M 的 点 * 外 , 对 于 所 有 的 x€ B 都 有 w(x) 
< M. 考虑 位 于 DD 内 的 半径 小 于 |# 一 *| MOE z AR E. 
它 的 边界 由 两 部 分 组 成 : 在 B 内 的 部 分 E 和 在 8 外 的 部 分 E;. 
在 E, 上 ,对 某 个 8 二 0 有 wu 三 M 一 9. 
BRB 

h(x) = exp[—al|x— x*|?] — exp[—akR?] 
(R = |x — x*|) 

有 如 下 性 质 : EBA ASO, EBS A< 0, OB 上 5 一 0， 而 
( 当 充分 大 时 ) 在 E 内 LA> 0。 引 进 函 数 v 一 w teh, 二 0， 
我 们 看 到 ,如 果 e 充分 小 , 则 在 Ey ko <M, EE, bv 二 MM, 而 
在 EE 内 Lv > 0。 由 第 1 节 引 理 1 推出 ,在 E 的 内 部 vv 不 可 能 有 正 
MRA. 可 是 因为 xz) 一 M ， 我 们 就 得 到 矛盾 . ~ 

附注 ” 读者 也 许 会 注意 到 ， 定 理 18 还 可 以 通过 证 明 它 是 
抛物 型 方程 强 极 值 原理 的 推论 而 间接 地 得 到 证 明 . 事 实 上 ,如 果 把 


us) 看 作 是 Lu 一 SE 一 0 在 柱 体 D x (0, 1) 内 的 解 ， BAT 


理 18 就 是 第 1 节 定 理 1 的 结果 . 下面 的 定理 21 也 有 类 似 的 附 
注 . 

定理 19 设 工 如 定理 18 中 所 述 ,DD 为 有 界 区域 , 又 设 zx 在 
D LES, 在 D 内 Lu>0(Lu <0), mE ut D LAENRK 


~~ does 


值 ( 负 的 极 小 值 ), 则 
(7.2) 1. u. b. u(x) < max u (s) (g. L. b. u(x) > min u(x)), 


其 中 OD 是 万 的 边界 . 

在 DD 内 求 椭圆 型 方程 
(7.3) Lu(lx) = f(x) 
的 解 ,使 在 OD 上 满足 边界 条 件 
(7.4) u(x) = q(x) 


e è ea S s g 


明 , 我 们 总 假定 ?为 8D 上 的 连续 函数 . 当 9 为 一 连续 函数 时 , 我 
们 总 认为 解 在 五 上 是 连续 的 . 

由 弱 极 值 原 理 我 们 得 出 如 下 的 唯一 性 定理 . 

定理 20 设 工 为 椭圆 算 子 , 其 系数 为 有 界 区 域 忆 内 的 连续 
PK, A c <0, 则 对 于 Dirichlet AB (7.3), (7.4) 最 多 有 一 
个 解 ， 

引进 函数 (3.110) ,并 假定 
L>0, aya? + HA DI (x€ D), 

我 们 可 以 证 明 , (7.3), (7.4) 的 解 满足 不 等 式 RUF G.10)): 


(7.5) max|«| < max|g| + Cet? — 1)max|fl. 
D OD D 


这 里 2 是 D 在 x 方向 的 宽度 ,D 为 一 有 界 区 域 ,而 < <0. 
mE c <0 的 假定 由 

(7.6) Cet —l)c(x, 4) <9 <1 

代替 ,引进 c= min(c, 0), 并 把 Lu=f BR (L—e +c ux f 
的 形式 ， 其 中 了 Cc 一 cu 十 4, 再 应 用 (7.5) 我 们 容易 得 出 不 等 
式 : | 

1 

(7.7) max | | <= a 


[max] p| 十 《ex 一 1 max |f| ] 


(7.7) 意 即 Dirichlet 问题 的 唯一 性 定理 . 
定义 设 如 为 区 域 也 的 边界 OD 上 任意 一 点 , 如 果 存在 闭 
球 B, (E BCD, BNOD = {1°}, 那么 我 们 就 说 ** 有 内 球 性 质 . 


本 


现在 我 们 陈述 一 条 与 第 5 PER 14' 相 类 似 的 定理 . 

定理 21 KDA ARC, BE 8D 的 每 一 点 有 内 球 性 质 . 
设 工 为 一 椭圆 算 子 , 其 系数 在 D LES, H c(x) 三 0。 如 果 w 为 
D 上 的 连续 函数 、Lz > 0， 以 及 在 DD 上 《 有 正 的 极 大 值 , Hat 
const.， 那 么 在 边界 OD 上 存在 点 æ, 使 


u(x) = maxu (s), 


自在 每 一 个 这 样 的 点 处 ,不 等 式 
Bul x) 
Or 
对 任何 不 相 切 的 内 方向 = 都 成 立 . 
不 相 切 的 内 方向 的 定义 如 同 定理 14 中 所 述 . 
其 证 明 与 定理 14 的 证 明 相 类 似 , 我 们 把 它 留 给 读者 . 
注意 ,如 果 OD SAMA, 则 定理 不 复 为 真 作为 一 个 例子 我 
MR: 
D: átá < R, n< yxan > yax rı >0> "OF 


Gu Ou 
一 . + A 一 -一 其 中 A > Y1V2le 


于 是 u= (x, 一 7axil) (x, 一 YX) +1 有 如 下 性 质 : DW u< 
1, u(x) = 1, Lu = 2717; + 24 > 10， 但 在 如 处 对 任何 方向 = 
有 Ou/Or = 0, | 

在 OD 上 给 定 了 连续 函数 & 和 在 OD 上 连续 变化 的 方向 r， 
我 们 来 考虑 求 (7.3) 的 解 ,使 满足 边界 条 件 


(08) EBA) (x) GEOD) 
的 问题 ， Jens me RRR, 这 个 问题 称 为 第 三 边 信和 间 


WR r= te) 总 不 与 OD 相 切 ,我 们 就 说 问题 是 正则 的 .如 

Rr = rlr) 为 内 向 法 线 , 即 它 的 分 量 为 Da(x)v,, Hh v 是 OD 
在 * 处 的 内 法 线 , 我 们 就 称 (7.3) (7.8) 为 第 二 边 值 问题 或 Neu- 
mann 问题 ， 


”假定 + 指向 DD 的 内 部 ， 并 且 


<0 


x = (0, 0), Lu= 
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(7.9) 6S0, LEOD (x€ OD), 
则 定理 21 给 出 《7.3), (7.8) 解 的 唯一 性 . 

如 果 
(7.10) B<0 (re€ 8D), 
则 无 需 利 用 定理 21 就 可 推出 (7.3), (7.8) 解 的 唯一 性 . 事实 上 ,如 
Rf=0,¢=0m%++0, 则 据 极 值 原理 ，z 在 3D 上 的 点 7》 取 
得 正 的 极 大 值 ( 或 负 的 极 小 值 )， 可 是 ,这 使 (7.8) 与 4 二 0 发 生 了 矛 
盾 , 因 为 ðu/ðr > <0) HH yk 8u > 0( 二 0). 

注意 ,在 最 后 的 证 明 中 并 未 对 OD ETARE. 


问 题 


给 出 第 2 节 定 理 6 的 直接 证 明 . 

tam PF NP) 一 SCP) 中 的 所 有 的 0， uP) 大 于 O), RIE 
引 理 1 应 用 于 (x, 1) + sexp[ 一 a|x 一 x"|*]， 其 中 对 所 有 的 (x, +) ED， 
|= 一 +° | const. >0], 

2. 工 是 定义 在 Qo = R"x(0,T] 上 有 连续 系数 的 抛物 算 子 ， H 

JaC, )| MC |x|? + 1), [8Cr tI SEMIx| + 1), elx, :)&M, 

其 中 必 为 某 个 常数 。 试 证 明 : 如 在 2 内 Lr 和 0， Æ a= Rx[0,T] 
中 u(x,t) >—N([x|° 二 1)， 其 中 和 ?都 是 正 的 常数 ， 出 (在 A) 当 
u(x, 0)SO(rER") 时 ,有 u(x, 2)S0,(4, 2) EQ, 

[提示 : 对 恰当 的 Kk 和 a ,函数 w= e, |e]? + Ki)?e*‘(e>0,K>0, a> 
0, 22>4) 满足 Lw<0, 考虑 w 十 w.|] 

3, JEL 如 问题 2 。 如 果 |w(*,0)| 拟 M,, (Lulz, t)| <M,,c(x, 2)<M, H 
u HARM lal x, 让 | 所 (Mi + Mit )exp[ Me], | 

[提示 : 考虑 (M, + Mt)exp[Mstj] 士 x， 并 利用 问题 2。] 

4. RAAR . 

v(x, t)=exp[28( |x)* + 1 )e**] 

给 出 第 4 节 定理 9 的 另 一 证 明 . 

[提示 : 当 0<t<1/a， 且 «充分 大 时 有 Lv<0. 首先 对 0<t<1/« 考 
Hee + 8v, 然后 逐步 进行 下 去 .1] 

5, LH 9,=R"x(0,7T] 中 的 抛物 算 子 , 它 的 系数 连续 并 满足 (4.1)， 
又 cl(*,z) 之 0. 假设 在 9 中 Luo, 而 在 l= Rxl0, 7T1 上 (对 某 些 正 的 
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前 数 B 和 6) 有 u(x,t) —Bexp[B|x|*], WY w(x, 0)>N>0 (xE R) i$ 
有 oH(x,t)>N (N 为 正 的 常数 ),(x, 4) EQ, 

[ 提示: 应 用 第 4 节 定 理 9.] 

6. 设 工 和 #* 的 意义 如 问题 5 ,此 外 (x, t)>a|x|*+6, 其 中 «和 8 都 是 
常数 , 昌 «> 0. 试 推出 更 强 的 不 等 式 wx。 t)>Nexp[Alx|7# + 2 其 中 4 
都 是 常数 , 且 4>0. 

[提示 : 由 # = vexp[Alx[%* + ot] HM vy 把 问题 5 用 于 >”.] 

7. 不 假定 工 的 系数 关于 (x. z) 的 局 部 Holder 连续 性 ， 试 证 明定 理 13 
的 推论 2. 

. 【提示 : 以 uE, ta) 代替 x(#，0) (如 <t<to + 8) 证 明 (4.13), 然 后 用 第 
一 章 问 题 5 一 步 一 步 地 进行 下 去 .1 

8. 试 证 明 : 如 果 对 于 0<x<1，0<i<4N 有 ajoi owja + Ar, 
对 于 O<e<l, OSt<4N 有 e(r, 0)>u/Ny 0(0,t)>p/N, o1, DREAMN 
(4,0, n 均 为 正 的 常数 ) 且 假如 入 > 8N + 1/4, WH 14N 时 有 “(1/2， 
t)—00 , 

[提示 : 利用 第 6 节 定 理 16。 令 wlr, 2) 一 ALN — tx(1 — x) J] 

9, 如 省 略 “和 0 的 假定 ， 则 第 1 节 定 理 1 和 第 7 HER 18 不 复 为 真 . 
举例 说 明 . | 

10. 设 工 是 在 区 域内 有 连续 系数 的 椭 贺 算 子 , 且 在 D 内 Lado (Lex 
0)，* 委 久之 0)。 试 证 明 : 如 果 对 某 点 ED, u(x) = 0, 则 在 DD 内 u=, 


e 69 o 


第 三 洁 


题 唯一 解 的 存在 性 。 粗 略 地 说 来 ,连续 性 方法 如 下 :以 工 记 研究 中 
的 抛物 算 子 , L 记 热 传导 算 子 , 我 们 引进 抛物 算 子 族 Lim 4L 十 
(1-ADLCO<1< 1) LAL RAR. WARNE, 如 
果 对 所 有 的 4 二 o O<c< DRT, BAX = o CHA 
解 ,而 且 如 果 对 所 有 的 4 三 o (0 <o <1) 问题 可 解 , 则 它 对 于 所 
有 的 4 三 o + ele 为 某 个 正 数 ) 也 可 解 。 最 后 , 因为 可 以 证 明 对 
,问题 是 可 解 的 ; 所 以 对 工 亦 真 . 

完成 实际 证 明 的 决定 性 工具 是 对 解 的 导数 的 某 些 先 验 估计 
(Æ 248). 引进 Banach 空间 是 方便 的 ,但 不 是 必 不 可 少 的 . 

利用 闸 函 数 (第 四 节 ) 使 存在 性 定理 得 以 推广 到 其 边界 不 必 是 
光滑 的 区 域 . 

还 将 给 出 先 验 估计 的 其 他 应 用 。 例 如 ,粗略 地 说 ,在 第 5 节 将 
证 明 抛 物 型 方程 的 解 和 它 的 系数 同样 光滑 . 

存在 性 和 可 微 性 定理 在 第 7 节 被 用 来 研究 Green 函数 . 

最 后 。 在 第 8 节 将 简短 地 叙述 把 以 上 各 节 结 果 推 广 到 椭圆 型 
方程 的 情形 . 
l. Banach 空间 和 度量 空间 

设 在 实数 或 复数 域 上 给 定 了 线性 空间 xX， 我 们 把 使 每 个 元 素 
xE X 对 应 于 某 个 非 负 实数 xj 的 某 种 规则 称 为 范 数 ， 如 果 它 满足 
下 列 性 质 : | | 

(1) 当 且 仅 当 * 一 0 时 llel] = 0, 
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(2) 对 于 任何 纯 量 4, larl = [aile B 

G) [lx + yll < lell + Iyl. 

在 其 上 定义 了 范 数 的 线性 空间 X 称 为 赋 范 空 SE]. 

EREZZE X HERRAT, y 之 间 的 距离 由 lx — yl] EX. 
中 心 在 z 而 半径 为 RCR > 0) 的 开 ( 闭 ) 球 是 一 切 到 = 的 距离 小 于 
《小 于 或 等 于 ) R 的 点 所 组 成 的 集合 。 集合 Xo 称 为 开 的 ， WE Xo 
包含 它 的 每 一 个 点 。 也 包含 以 该 点 为 心 的 一 个 开 球 . Be XH 
为 闭 的 ,如 果 它 的 余 集 是 开 的 .容易 验证 , 开 ( 闭 ) 球 是 开 ( 闭 ) 集 . 

我 们 说 序列 {xn} 是 收敛 的 , 如 果 存 在 某 点 *， 使 当 ” 一 co 时 
len — ll — 03 xz 叫做 这 个 序列 的 极限 , HIT ee A 
x 叫做 集合 X。 的 极限 点 ， 如 果 存 在 元 素 属 于 Xo 且 收敛 于 zx 的 
序列 {xs}。 一 集合 的 闭 包 是 这 个 集合 和 它 的 极限 点 所 成 集合 的 
FE. 容易 证 明 , 和 集合 Xo 是 闭 的 , 当 且 仅 当 它 和 它 的 闭 包 相等 时 ， 

序列 {xa} 称 为 Cauchy 序列 ,如 果 当 m, n—> o 时 ,jx 一 
ral 一 0; 每 个 收敛 序列 显然 也 是 Cauchy FI. KZ, WR X p 
每 个 Cauchy 序列 是 收敛 序列 ,我们 就 说 和 是 一 完备 空间 。 完 备 的 
赋 范 空间 也 叫做 Banach 空间 . 

设 工 是 定义 在 Banach 空间 X 的 集合 X 上 的 变换 , 假设 工 把 
Xo 映射 成 自身 , 即 如 果 xe Xo, W Tre Xo. 了 叫做 (Xe 中 的 ) Æ 
缩 映射 ,如 果 存 在 正 数 3 <1, 使 得 对 于 Xe。 的 一 切 *，y 有 

[Tz — Tyl < 9x — yl. 

定理 1 设 T 为 一 把 Banach 空间 X 的 闭 集 X。 映 射 成 自身 
的 变换 ， 假 定 了 是 Xo 中 的 压缩 映射 ， 则 存在 唯一 的 点 y€ Xo 使 
Ty=y. 7 

这 点 ? 称 为 变换 TRIA. ER 1 叫做 不 动 点 定理 ， 

证 明 ” 取 任 意 一 点 zo€ Xo. WT n= 0, 1,- 依次 定义 
ten 一 了 xa。 所 有 的 x。 BT Xo. RUSA 

ron — tall = fT tn — Traill < Illes 
一 xs 由 委 … 委 3 一 zl， 

因此 ， 


oe ide 
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Xam ~ xn || = >> (xn+i — Xatim) | 
: ¿=i , 


< Dees — sd < (Dm Jie a 


gn 

1—9 
HIEI {xn} 为 一 Cauchy 序列 ; 因此 它 收敛 于 某 点 yE Xo 因为 
X 是 闭 集 , 所 以 y6 Xo。 最 后 , 当 = 一 co 时 

Ty — yl] = Ty — Tr, + rans — yl 

< Sly — «all + [leas — yl] > 0, 
也 就 是 Ty =y. 
为 了 证 明 唯 一 性 , 设 x 是 另 一 不 动 点 。 于 是 当 ” 一 co 时 ， 
o fiz — yi = (Tz — Tyl < Ale — yl Se 
< Fiz — yl] 0, | 


< IE? — xoll. 


Bl z= y. 

设 X 是 任意 扩 的 空间 ， 我 们 说 XX 是 量度 为 4 的 度量 空间 ， 
如 果 对 于 XX 的 每 一 对 点 x, yo 有 与 之 对 应 的 且 满 足下 列 性 质 的 非 
负数 d(x, y): | . 

(1) dlx, y) 二 0， 当日 仅 当 «—y, 

(2) d(x, y) = dly, *)， 和 和 

G) d(x, z) Sd(x,"y) + d(y, z) (三 角 不 等 式 ), 

我 们 以 d(x, y) 定义 每 两 点 *,y 间 的 距离 。 类 似 于 赋 范 空间 
的 情形 ,可 以 给 出 球 , 开 集 , 闭 集 , 收 钱 ,完备 性 等 等 的 定义 ， 于是， 
序列 {xn 是 Cauchy 序列 ,如 果 当 m,n 一 Of, dCxms tn) 一 0. 
如 果 当 n> 时 d(x,, x) 一 0， 它 就 收敛 于 x*。 把 和 的 子 集 Xo 了 映 
射 成 自身 的 变换 了 称 为 《X。 中 的 ) 压 第 映射 , 如 果 对 某 个 8 一 1 和 
Xo 的 一 切 Xo Y> 有 

d(T x, Ty) S 9d(x, y). 

读者 不 难 把 定理 1 推广 到 完备 度量 空间 的 情形 . 

我 们 以 众所周知 的 有 关连 续 溉 数 扩 张 的 一 般 定 理 结束 本 节 ， 
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定理 2 BRAR 在 欧 氏 空间 尺 的 集合 S 上 一 致 连续 , 则 
存在 f 的 扩张 函数 下 。 它 在 全 空间 RR 连续 。F 在 5 的 闭 包 5 上 是 
唯一 确定 的 。 如 果 pg() 是 f HERE, CeO AM t 接近 于 零 ， 
则 可 构造 扩张 函数 F 使 有 相同 的 连续 模 。 如 果 f 是 有 界 的 (因而 
有 同上 的 连续 模 ), 则 可 构造 扩张 函数 下 使 它 和 了 有 同样 的 历 《 因 
而 有 同样 的 连续 模 )。 最后, WR S 是 闭 集 , 则 当 仅 假定 二 在 S 上 
为 连续 时 前 面 的 所 有 论断 仍 为 真 。 

至 于 详细 的 证 明 ， 读 者 可 参考 [81], 也 可 参见 [50; 117 一 
118]。 除 最 后 的 那个 断言 外 ,对 一 般 度量 空间 内 的 集合 5, 定理 也 
有 效 CHL [81]). 

当 连 续 模 为 pt) = He, 即 当 f 是 指数 为 a 的 一 致 Halder Æ 
续 时 特别 重要 . 

2. Schauder 型 先 验 估计 

本 章 到 处 采用 下 列 记号 : DÆ R” pH Rat) 
域 , (x,t) 一 (xi ota OAR NHR. Dew t= 0 上 的 
区 域 B, zt 二 LKR Br 和 带 形 0 <S T RERET UE 
连通 的 ) 所 限定 的 区 域 。 我 们 令 

B,= DN{t=7}, S,=SN{t<r}, D= DNT}. 
假定 存在 一 条 把 Br 上 某 点 和 了 上 某 点 联结 起 来 的 简单 连续 曲线 
y, 使 沿 着 7 时 :不 增加 .还 假定 B. (0 二 7 二 7 了 ) 为 一 区 域 .由 
此 推出 (2.3.1) 成 立 , 且 断 言 第 一 “ 初 值 边 值 问题 唯一 性 的 第 二 章 第 
3 节 定 理 7 有 效 . 

本 章 某 些 结 果 ， 特 别 是 定理 5, 10, 11, 13 一 15, 对 于 任意 有 界 
区 域 DD 的 情形 仍 为 真 ,在 其 证 明 中 甚至 无 需 任何 改变 . 

引进 如 下 的 距离 定义 是 有 用 的 : 

(2.1) d(P, O) = [|x — zl? + |z — 12]™, | 
”其 中 P=, 2), O= 2), mhl WAKER Ox)", BAB 
Hi. dP, 0) 满足 第 1 节 的 度量 人 性质。 在 本 章 (和 下 一 章 ) Hölder 
连续 性 的 概念 总 是 按 度量 (2.1) 定 义 的 . | 

我 们 引进 下 面 的 记号 : 
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jui? =l u, b.1xzi， 

,Jap) 一) 

BO BO 

(2.2) zf 一 lc? + APC#). 
” 当 且 仅 当 * 在 D 中 一 致 Hölder 连续 (指数 为 a) 时, H2(w) < co， 
而 且 H2(u) Æ u 的 Holder 系数 .以 C.D) 记 所 有 满足 |x1? 一 
co AY PREC SEG. SL, CAD) 为 关于 范 数 lul? BR E S 
可， ` 
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我 们 以 D? 记 对 于 变量 rotte, x。 的 mw 阶 任意 偏 导 数 ， 并 设 
D, = 0/01. WREDA Du, Diu, Du 存在 ,我 们 就 定义 
(2.3) [u] 2a = Jul? + DD u\? + S[Dial? + IDul?, 
其 中 求 和 是 对 所 指明 的 阶 的 所 有 偏 导数 取 的 。 我 们 以 Ca. (D) 
WMA WE |u|? < co 的 函数 “的 集合 。 易 见 ，C:+e(D) 是 范 数 
为 (2.3) 的 赋 范 空间 . | 

定理 3 Cara(D) 和 CAD) 都 是 Banach 空间 . 

证 明 对 C24o《D) 给 出 证 明 就 够 了 ， 我 们 只 须 证 明 这 个 空 
间 是 完备 的 。 于 是 设 {un} 为 Cx4o(D) 的 Cauchy 序列 , 即 当 m, 
《一 co 时 有 


(2.4) ` Tum 一 url ha — 0. 

由 此 推出 ,这 个 序列 (关于 范 数 ) 是 有 界 的 , 即 对 一 切 mw 有 
(2.5) [uml|?+a S K, 

特别 是 


l. u, b.|Diue| SK, H(Dtu,,) SK. 


因而 (Dun) 是 忆 中 一 致 有 界 且 同等 连续 的 函数 族 。 据 Ascoli- 
Arzela 定理 ,存在 一 个 子 序列 lum} 使 {Duw} ZED 中 一 致 收敛 ， 
根据 同样 的 理由 ,我 们 还 可 以 继续 得 到 {wu} 的 子 序 列 , 它 在 DD 中 
连同 它 对 * 的 前 两 阶 各 数 和 对 : 的 一 阶 导数 是 一 致 收敛 的 . 以 
Lum} 记 这 个 子 序列 ,x 记 它 的 极限 ,于 是 我 们 有 : 


(2.6) Um >u, Düm > Du, Dupe Dit, 
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Fo eR Ee Re, 


Düm > Dit. 
我 们 来 证 明 xe CayeCD)， 从 (2.5) 推 出 ， 对 于 中 任何 两 点 
P,0, 有 
|Diu,(P) — Diun(Q)| 
a(P, QY SK. 
让 m 一 m” > 00, 并 利用 (2.6) 我 们 得 到 
| Diw(P) — Diu( 0O)| 
P oy SE 
即 Aa(Di«) < 0。 类 似 地 证 得 ， (2.3) 右边 每 一 项 是 有 限 的 ， 即 
Tul lee < CO, 
最 后 ， 我 们 必须 证 明 按 范 数 意义 Um >u., FAT (2.4), 只 要 证 
BA 4 m” — œ 时 
(2.7) [um — ul Pea —> 0 
MWET. 
WEM (2.4) 推出 ,对 任意 的 e > 0, 存在 六 二 0， 使 当 m” 
N, "SN 时 ， 
(2.8) H? (Dum 一 Dup) < e. 
(2.8) 意味 着 ,对 DD 中 任何 两 点 P, OF 
d(P, QO) | Dium (P) — Diug(P) 一 Dium (O) 
+ Du: ( O)| Se. 
lE kK” — co 且 利 用 (2.6), 我 们 得 到 | 
d(P, QO)? | Dium (P) 一 Diu(P) — Dita (0) 
+ Diu(Q)| Se. 
因为 对 D 中 所 有 的 P, Q, 这 个 云 子 成 立 , 取 上 确 界 后 我 们 得 到 


(2.9) H?( Dum — Diu) Se, 
用 类 似 方法 按 范 数 |x 一 un |. 继续 估计 其 他 项 ， 就 得 出 
(2.7) 的 证 明 . 


对 于 DD 中 任意 一 点 0 = (5, 7), U do WX Q Fj B 十 5: 的 距 
yo BY | 
dp 一 g. I. b. d(P, Q); 
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其 中 d(P, O) 由 (2.1) 定 义 。 对 于 D FERRA P, O, RIIS 
dpo = min(dp, do). 

类 似 于 (2.2) 我 们 定义 
(2.10) - lal? = |u|? + Hex), 
其 中 

DEN = a |u(P) — u(Q)| 
H? (u) l 2. „P deo "TD 

于 是 H? 和 Hs 的 差别 是 后 者 允许 * BALD WIEN F 
B + SCR dro WH) E RIE. 以 CCD) 记 范 数 lule 为 
有 限 的 所 有 函数 u 的 空间 ， 显 然 这 是 一 个 赋 范 空间 . 


类 似 于 范 数 (2.3) 我 们 定义 
(2.11) lulBa = Jul? + BlaDel? 
’ + >| @Diul? + |#Dale, 
其 中 


larvle 一 1， u- b. dr |v(P)|, 


Df jm m+a |v(P)— +(9)| 
He (ary) = b u, bd oy 
ld" |? = ate + H?(d"v), 
以 Cual D) WHR ulio AA PRED Br RR v u 所 成 的 空间 显 
然 ， Ca D) 为 一 赋 范 空间 . 

定理 4 CCD) Fl C.D) 都 是 Banach 空间 、 

其 证 明 类 似 于 定理 3, 因此 留 给 读者 . 

为 简单 起 见 ， 对 于 上 述 范 数 定义 中 的 区 域 忆 ， 在 不 致 引起 混 
乱 时 ,通常 将 省 去 上 标 D. 

先 验 估 计 是 在 预先 不 知道 解 的 实际 存在 的 情 交 下， 对 于 解 建 
YA? oe 一 种 有 效 估计 。 某 些 先 验 估 计 可 以 用 来 证 明 解 的 存在 。 我 们 
将 在 此 痢 述 这 些 先 验 估计 .它们 是 类 似 于 Schauder Xf MB DES 
出 的 先 验 估计 .在 下 两 节 中 将 用 于 求解 第 一 初 值 边 值 问 题 

这 些 估计 有 两 种 。 第 一 种 借助 于 范 数 lal. laine 的 , 称 为 
内 估计 ,第 二 种 借助 于 范 数 Tales xc 的， RA ARMA. 
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BIB AE 
(2.12) Lis > a;j( x5 t) 有 Lu. -+ > bi(x, t ae 


+ ela, Ju — S 一 -一 f(x, :) (CED + Br 中 小 


我 们 作 如 下 假定 : 

(A) 工 的 系数 在 D 内 是 局 部 Holder 连续 的 (指数 为 a), H 
(2.13) lasls Kı ldo Ks lacls < RK. 

(B) 对 任何 (x, t)€ D, 和 任何 实 矢量 5， 


(2.14) Do aCe, DEES Kall? (Kz > 0). 


-æ 


(C) FED KÆR Holder 连续 的 《指数 为 a), H 
(2.15) (Pfa < 00, 

PERMA ait. 

定理 5 3% (4), (B) (O 成 立 . 存在 仅 依赖 于 Kis K 和 
n, a 的 常数 K, 使 对 (2.12) 在 D 内 的 任 一 解 * 满 足 1 u. bla| < co， 


Hu, D,u, Diu, Du 在 D 中 都 是 局 部 Halder 连续 (指数 为 a),* 

WEF Cae A 

(2.16) lt lore S KC ulo + lala). 

| 定义 ”我 们 说 DD 有 性 质 (E)， 如 果 对 于 5 的 每 一 点 8， 存 
在 (2 + 1) 维 的 邻 域 了 ,使 对 某 个 ; G < 和 1 委 z)7n3 可 表 为 下 列 

形式 

(2.17) x; = h(x Xi Kip. Na t) 

ELA, D,h, D2h, Dib W Holder 连续 的 (指数 为 w)。 

特别 地 由 此 推出 , S 的 点 的 超 切 平面 决 不 可 能 是 上 一 const. 的 

形式 。 | o | 

定义 WREE CAD) HBR, 使 在 Bt+S b= 

p, RARE B+S 上 定义 的 函数 中 是 属于 C.D) 的 (或 简单 

地 说 属于 Cr. #9). 于 是 ,我 们 定义 


Joiz +a — §. l. b. Lape 
y 
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其 中 下 确 界 是 对 于 Ce(D) 中 所 有 的 严 取 的 , 亚 在 中 十 S 上 与 由 
重合 . 

mR CE) 成 立 , 并 且 PE Cua WHF ODES KARE, 
在 B8 的 边界 OB 上 OW/O: (所 连续 性 ) 被 唯一 定义 ， 且 这 个 定义 
不 依赖 于 亚 。 以 8g/8: WE OB LAK RRM. Lo 的 其 他 各 项 
在 OB 上 ( 据 连 续 性 ) 也 被 唯一 确定 。 

我 们 作 下 列 假 定 : 

(4) 工 的 系数 在 D 内 是 一 致 Hilder 连续 的 (指数 为 c) H 
(2.18) lanle S Ko lolas Ko, lels < K. 

(C) ff 在 DD 内 一 致 Holder 连续 (指数 为 a), BY 
(2.19) fl. < 00, 

OZER (2.12) OE A aR 
(2.20) u 一 几 (4EB+S 5) 
的 解 的 边界 估计 。 

定理 6 设 (4), (B): (O Ral, 假设 D 有 性 质 (E), H 
PE Cura TART Ki Ki, a 和 万 的 常数 区 ,使 当 u 为 (2. 12), 
(2.20) KOREA uE Cote 时 , 则 有 
(2.21) Talore < KC Plaza + Ifo). 

定理 5.6 的 证 明 在 技巧 上 是 困难 的 而 且 很 长 ， 我 们 将 在 下 一 
章 详 细 地 给 出 它们 的 证 明 ， 
3. 第 一 初 值 边 值 问 题 的 解 

定义 QO DARI ( 互 )， 此 外 ， 如 果 5 的 局 部 表达 式 的 
函数 D:D,h, Dih 存在 且 为 连续 函数 ,我 们 就 说 D 有 性 质 (8). 

在 这 一 节 我 们 将 要 证 明 如 下 存在 定理 . 

定理 7 设 (4), (B), (C) RY, RED A tAE), 
pE Caas AE OB ELO=f, 则 第 一 初 值 边 值 问题 (2.127,(2.207 - 
的 唯一 解 * 存在 ,并 且 uE Cae. 

证 明 唯一 性 已 在 第 二 章 第 3 证明. 

往 后 我 们 要 用 到 频 为 明显 的 规则 : 
(3.1) H.(fg) < Hof) \ glo + i flH.Ce)> 
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(3.2) lfele < Iflalgio 

如 果 TEC. BAMA (C4) 和 (3.2) 可 推出 ILF] <S 
K"\@ |ua 其 中 K' 仅 依赖 于 1 MR. 由 此 可 知 , 不 失 一 般 性 , 在 
存在 性 的 证 明 中 我 们 可 以 假定 由 皇 0, 否则 如 注意 到 

(Lol. < [fle + LY a < [fla + K'Y F jae 

MME EA [lye <2 ble ROMER FOC. BH 
y=u—-U, KHHVEB+S LMOBA. 

TEAR Rink. SBMERMMETK 
(3.3) L,~iIL+U—-DL, (<’<1), 
其 中 


Da 


| 5 Ot 
是 热传导 算 子 ， 以 忆 记 所 有 这 样 的 1 值 的 集合 , 它 使 问题 
(3.4) Luu =f Æ D + Br; 

l u = 0 ÆB+SE 
在 Cua 中 对 任何 1e Cas Æ OBEf=O0 有 (唯一 ) 解 . 于 是 只 须 
WEH: 

(a) EEA 2 = 03 

(6) DREKMO<1<1 EHRE, 即 如 果 DED, ME 
在 e > 0， 使 对 所 有 la— l<e, 0 过 4 过 1, #265; 
| (c) SMR. | 

于 是 可 知之 与 区 间 0 S11 Be. 特别 是 ,因为 16 Z, 就 推出 

定理 的 论断 ， | 

MIA SURED EA RERE E. 

(a) WIEBRFTEKHUE, 而 且 几 乎 出 现在 第 2 WEA 5, 
6 的 证 明 中 ， 因此 我 们 把 它 推迟 到 下 一 章 ( 见 第 四 章 第 aH) 给 
H. 

(6) 的 证 明 把 元 jz 一; 写成 如 下 的 等 价 形式 

Lit 一 (Lau — Lyu) + {= F(u). 
考虑 如 下 定义 的 线性 变换 v 一 Au: 给 定 了 在 8 十 S$S 上 为 零 的 
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uE Cro RE Au 为 问题 
(3.5) Lav = Flu) 在 2 十 Br 内 
v= 0 在 8 十 S$S 上 
的 (唯一 ) 解 。 因 为 € E, 目 F(w)€ Ca EOB EF= O0, MA 
对 于 在 十 S$ 上 为 零 的 所 有 xe Cus 正好 定义 了 变换 v= Au, 
如 果 能 证 明 对 某 个 这 样 的 x, 有 Au = u, 那 末 ”就 是 (3.4) 的 ( 唯 
一 ) 解 , 从 而 16 >. 

在 (3. 2) 的 基础 上 遂 过 计算 不 难 证 明 
(3.6) TFG) < KN — tal Talite + Iflos 
其 中 K; 是 不 依赖 于 2 us f 的 常数 。 将 第 2 节 定 理 6 应 用 于 定 解 
问题 (3.5) 并 利用 (3.6) ,我 们 得 到 


(3.7) lv lore S KK3|A — dol lulose + Ki f las 
其 中 K 不 依赖 于 As u, f. 因此 ,如 果 
(3.8) ~ Tal < 2K [fle 


且 4 使 得 2KKs17 一 | <1, BA Jolas <2K[fl.. 因而 , 如 
以 X。 记 在 8 十 §S 上 为 零 且 满足 (3.8) 的 * 的 集合 ,就 可 推出 ,4 把 
X PR MAS. XH Cr. 中 的 闭 集 . 
设 v, = An, v= Aw, Hm, u 属于 集合 Xo TE 
L(y — v2) = L Cus ~~ ua) — Lu 一 uz) Æ D + Br 内 ， 
v,— 0, = 0 | 在 8B 十 SL 上 . 
如 前 继续 进行 下 去 ,我 们 得 到 


Te 一 U2\2a S KK;\a 一 lol |#:— talira S ITa- 一 Us| 2209 


tN 


只 要 2KK;|a—4| <1. 因而 ， 如 果 1 满足 最 后 这 个 不 等 式 ， 
WW Ao 为 闭 集 Xo 中 的 压缩 映射 。 据 第 2 节 定 理 3, 因为 Cu E 
Banach 空间 ， 利用 第 1 TEE 1 gh EJ TSE » 在 X, A Ee Us 
使 Au =u. (6) 的 证 明 完 毕 。 

(c) 的 证 明 W mE Do A, mo. RUBE oe >， 
即 证 明 对 于 任何 在 OB 上 为 零 的 FE Cas PERRA uE Cres 使 


。 80 。 


(3.9) Lou =f te D + By 内， 
u 一 0 在 8 十 SL 上. 
HRE ,对 任意 的 m, Cita 中 存在 函数 umo 使 
(3.10) Lim = f 在 D+ Br 内， 
tm = D Æ B +SEE. 
注意 到 工 ; 的 系数 满足 条 件 (4),《B), 以 及 常数 Ki, 天: 不依 
HF, 并 应 用 定理 6, 我 们 得 到 
(3.11) [um lro < Kl flas 
其 中 天 不 依赖 于 m. 
现在 按照 在 定理 3 证 明 中 所 用 的 论证 进行 下 去 (利用 Ascoli- 
Arzela 定理 )， 即 可 断言 存在 {wm} 的 子 序列 ,( 我 们 仍然 把 它 记 作 
Lum})> 使 得 
(3.12). {ttm}, {Deiunm}, {Dium}, {Dien} 
在 万 内 一 致 收敛 。 而 且 当 在 了 内 uma 时 , ww 的 导数 序列 收敛 
于 w 的 相应 导数 ,并 且 uE Cota. 
在 (3.10) 中 让 m 一 co, 我 们 得 到 ww 满足 (3.9)。(c) 的 证 明 完 


H, 

在 定理 7 的 证 明 中 : 仅 用 了 先 验 边界 估计 ( 即 用 了 第 2 节 定 理 
6), 在 下 一 节 , 我 们 将 取而代之 以 仅 用 先 验 内 估计 ( 即 用 第 2 节 定 
理 5), 从 而 导出 仅 属 于 Ci. 的 解 的 存在 , 但 这 是 在 f, L DAI 
比 其 在 定理 7 中 为 弱 的 条 件 下 导出 的 ， 
4. 第 一 初 值 边 值 问 题 的 解 ( 续 ) 

设 工 为 一 致 抛物 算 子 ,其 系数 在 刀 内 一 致 有 界 。 

定义 PAIK wo OE B+S) 称 为 在 点 8 (XFL) AY Ta 
PAX 〈barrier)， 如 果 它 满足 下 列 条 件 : 

(1) Wo 在 D 上 连续 ， 

(2) *4PE€D, m P = Qf, w(P)>0, 

(3) wo( 0) = 0, 

(4) 在 D+ By A Log —l (假定 在 D+ Br 内 导数 
Dwo, Dwg» D, wọ 存在 并 且 连 续 )。 
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mooh ume r = am TAA RH A AE + .THEY eee -A AEE FA e: a H: a ga a GPA a E: E E a A e-POD” => i's . 


e>0, HAAR 
De = Dii{r <t < min(r +e, T)} 
(其 中 0 <r<T), 在 Se 的 每 点 处 存在 〈 关 于 工 的 ) APR, 
其 中 
Sra = SN {r <t S minlr +e, T)}. 
我 们 举 几 个 例子 . 
(a) 如 果 O 一 《x", 0)€ 8B， 假定 7 Sc, 1t)， 则 对 于 充分 
大 的 4， 
(4.1) | wol(x, t) = (|x — x| + At)e™ 
为 一 闸 函 数 . 
(56) 设 Q = (x, zy)€ 5， 假定 存在 中 心 在 (x*, 1) WARR K, 
使 得 KND 一 $5, KND = {0}。 如 果 对 于 所 有 的 (x, ED 


(4.2) Xx, 
则 在 2 AFEK wo, BY 
(4.3) woles i) = ket (2-2), 


其 中 y È elr, t), R= [l2 — z) + L D7)”, R [= [|z 
a| + G 771, hk, p DIESER. 
事实 上 ,容易 验证 
Lwolx, t) 一 Ae ert -[—© + 2) D1ai;Cx; — Xi) 


p+4 


X (x; — 7) + RBar 十 RD b; Cx; — Xi) 

— (£ — ZR] + Ce 一 7)mwo。 | l 
据 (4.2), 因为 |x 一 x| > const. > 0， 所 以 括号 中 的 表达 式 当 了 
OANA ALE DLA Log <0. 其次, 取 & 充 分 大 就 得 
SEDA Luo < < 一 1. 显然， 闻 函 数 的 其 他 性 质 对 wo RIL. 
如 果 对 于 每 一 点 9 一 Co i CS, PEED G, Ð 的 球 K, 
使 得 KND 一 {0}, 且 对 所 有 的 Cx, rye D, |: — i| <e, 有 
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， oe 已 


(4.4) |z — x| >a) > 0, 
其 中 e 不 依赖 于 0。 通过 对 每 一 点 2 Mi mM (4.3). 并 利用 
《4.1) 我 们 得 到 下 面 的 结果 : 

定理 8 ms 有 强 外 球 性 质 , 则 s AHMAR. 

mS A (2.17) 形式 的 局 部 表达 式 , 其 中 4 为 两 次 连续 可 微 
函数 , 则 在 5 的 边界 点 处 的 密切 球 半径 就 不 小 于 一 个 正 的 常数 , 密 
切 球 是 从 刀 的 外 面 切 于 8 的 .容易 验证 (4.4) 成 立 , 因此 强 外 球 性 
质 得 到 满足 。 为 了 便于 今后 查阅 我 们 把 它 叙 述 为 如 下 结果 。. 

定理 8 ”如 果 刀 有 性 质 (有 )， 则 3 ABRAM. 

现在 我 们 利用 先 验 内 估计 和 益 函 数 工具 来 证 明 与 定理 7 类 似 
的 定理 . 

定理 9 i (A), (B), (C) 成 立 ,假定 5 关于 工 和 工 ,都 有 
BAWARA, WAF B + Ss 上 的 任何 连续 函数 +, 第 一 初 值 边 值 
问题 (2.12), (2.20) 的 唯一 解 * 存在 , 且 uE Coss. 

证 明 ”首先 对 o= 0 的 特殊 情形 用 连续 性 方法 予以 证 明 ， 


由 (3.3) 定义 Li 并 以 束 记 所 有 这 样 的 4 值 的 集合 , 它 对 任何 


fE Ca E GA) E Cua 中 有 (唯一 ) 解 x*。 我 们 将 要 证 明 : 

(a) 之 包 含 1 一 0; 

(6) DBR 0<2<1 中 的 开 集 ; 

(c) DEAE. 

在 第 四 章 第 8 池 将 给 出 〈《e) 的 证 明 . 如 我 们 用 内 估计 代替 边 
Bait, (6) 的 证 明 就 和 第 3 节 (2) 的 证 明 相 类 似 。 于 是 剩 下 要 
证 明 Ce). | 

取 一 收敛 于 点 5 的 序列 fants AmE > 我 们 来 证 明 IE >. 
(3.10) 的 解 wm 满足 
(4.5) | tem | atc < KĪ|flas 
其 中 天 不 依赖 于 加 。 因 此 我 们 可 以 选 出 一 个 子 序 列 ,为 简单 计 ，, 我 
们 仍 以 {um} 记 之 ,使 得 序列 (3.12) 在 D + Br 内 的 任意 闭 子 集中 
— Hiroe. 定义 zx 一 limum, 因而 我 们 看 出 在 D+ Br 内 Lu 一 0. 
从 (4.5)( 根 据 第 2 节 定 理 3 的 理由 ) 还 可 推出 |x|: <co. 
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现在 ,还 需 证 明 w 直到 B 十 SHER, AH B+S Lu =0. 我 
们 使 用 疮 函数 工具 。 首先 假定 0€ B 十 S， 并 设 在 2 处 (对 于 工 
M Ly 都) FERRAR wo。 于 是 ,对 于 任何 0 委 1 和 1,， 函数 v= 
(l. u, bl f|)wo Æ D LE Liw < — |l Æ B+S t,o D0, 把 


极 值 原理 用 于 Eun, 就 得 到 在 D Le + un > 0, 即 
(4.6) [un(P)| < C. u. b. If] )woCP) (PE D). 


让 m 一 co, 我 们 得 到 ,对 每 个 Pe D + Br, 
|u(P)| < C1. u. b. |f1)wolP), 


从 这 个 不 等 式 推出 , 当 P > 0 时 , wx(P) > 0. 

如 果 Qt B8, 则 由 (4.1) 所 定义 的 wo 是 一 阅 函 数 。 另 一 方面 ， 
如 果 OCS, M e 充分 小 , 则 在 D; 内 存在 一 个 在 2 处 的 阅 函 数 . 
因而 我 们 可 以 断言 ,如 果 e 充分 小 , 则 在 Du 内 (对 于 yg = 0) 定理 
9 正确 . 

其 次 , 我 们 考虑 方程 (2.12)，, 其 边 值 为 零 , 初始 值 由 :一 e 上 
的 u(x, e) 给 出 。 如 前 ; 我 们 可 以 在 DN te <2 < 3e} 中 解 这 个 间 
m. 由 于 唯一 性 , 这 个 解 在 DN fe Kt << 2e} 内 必 与 以 前 的 解 
ux, Qe. TEE D; 内 就 证 明了 定理 9 。 用 这 一 方法 逐步 进 
行 下 去 ,立即 得 出 定理 9 对 于 = 0 的 情形 的 证 明 . 

下 面 假定 关 0, 但 pE Cua Q =u — p. 据 前 面 的 结 
果 我 们 立即 得 知 , Lo=f¢—-LY 的 在 B +S 上 为 零 的 属于 Ci. 
的 解 v 存在 ( 亚 为 的 扩张 函数 , 它 属于 C:+o)。 于 是 推出 关于 zx 
的 论断 ， 

最 后 , 我 们 考虑 仅 假 定 4 为 连续 的 一 般 情 形 。 BRI 节 定 理 
2, 存在 RH 内 的 连续 函数 YT, CHB 十 S$ 上 和 全 同 。 设 NN 为 
一 包含 DD 的 矩形 ; [x Soi = l,e, n)a l| Sv. HE Weier- 
strass 通 近 定理 ,在 六 内 存在 一 个 一 致 这 近 于 亚 的 多 项 式 序列 Emn. 
根据 我 们 已 经 证 明了 的 结果 ,问题 
(4.7) Lin =f (在 D+ Br 内)… 
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a“, = U,, (42 B +SEE) 
的 解 tn 存在 且 属 于 Cne H 2 节 定理 5 

lm — trata S KE | uy — wr | o> 
而 由 极 值 原 理 ( 见 (2.3.9)), 当 c(x, 2) < 7y Bt 
(4.8) | tn — urlo S e” max| a 一 Wl. 


由 此 推出 , {an} 是 Cora 中 的 Cauchy 序列 ， 因 此 , 由 第 2 节 
定理 4, 存在 Ca 中 的 图 数 u, Ci 的 范 数 , 它 是 iwm} 的 极限 . 
由 此 推出 ,在 D+ Bri Lu =f. 而 且 (4.8) 表 明 {wm} 在 D 上 一 
致 收 化 于 u. Ae u 在 D 上 连续 且 在 8 十 $ 上 w =o, THON 
证 明 全 部 完成 。 

鉴于 定理 8, 我们 可 以 叙述 定理 9 的 推论 如 下 . 

推论 1 ì& (4), (CB), (C) 成 立 , 假 定 S 有 强 外 球 性 质 , 则 
“对 BAS 上 的 任何 连续 函数 d, HE (2.12), (2.20) 的 唯一 解 u, 
并 且 u € Citas 

为 了 以 后 参考 方便 我 们 再 叙述 定理 9 的 推论 如 下 . 

推论 2 设 (4),(B),(C) 成 立 , 设 DD 为 一 个 柱 体 , 且 对 所 
有 的 点 vE OB, 在 R” 内 存在 闭 球 C, 使 得 C 门 8 二 {x"}, WHF 
B+ S 上 任何 连续 函数 %， 存 在 (2,12),《2.20) 的 唯一 解 a, FE 
UE Cites 
5. 解 的 可 微 性 

抛物 型 方程 Lu =] 在 区 域 D 内 的 解 我 们 理解 为 这 样 一 个 函 
Hu, CED 内 满足 Lu 一 f, 且 所 有 出 现在 Lu 中 的 导数 ( 即 Dru, 

Dyu, Du) 都 是 内 的 连续 函数 。 借 助 于 第 2 节 定 理 5, RGA 
在 证 明 ,粗略 地 说 , 解 和 方程 的 系数 同样 光滑 。 
定理 10 设 工 为 区 域 D 内 的 抛物 算 子 , 假定 


(5.1) D? aij Db;, Dec, D7] (O<Sm<p) | 
在 了 内 Hailder 连续 (指数 为 *. gk 为 Lu=f DARE, 
则 


(5.2) Džu, D,D*u (0 <m<pt+2, 0W<k<p) 
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存在 并 且 在 D 内 Holder Ee HERA a). 

证 明 ”首先 我 们 对 ? = 0 证明 本 定理 . 设 D 是 一 个 柱 体 ， 
其 底 Bo 为 一 球 , 并 设 Do ATDA. LA So 记 Dy 的 侧 边界 ,考虑 问 
题 

Lu=f 在 Do 中， 
v= u 在 By + Sy 上. 
据 第 4 节 定 理 9 的 推论 2， 解 " 存在 且 属 于 C:+e(Do)， 根 据 唯 一 
E, 因为 在 DA» =u, 所 以 推出 对 于 P= 二 0 函数 45.2) 在 DAB 
内 部 Holder 连续 (指数 为 a)， 由 于 Do 为 任意 柱 体 , 证 明 完 毕 . 
其 次 ， 我们 对 于 ? 二 1 证 明 本 定理 . 设 B,C 是 两 个 开 的 柱 
体 ,其 底 在 超 平面 :一 const. 上 ,使 得 
BCCCCCD, 
对 任 一 点 P=(x, tta Xna t)» LAP, ICA (xı +h, X25 ° 9 Mao t). a 
R| ANEP ET B, NP, BTC. > 
gr(P) = g(P,) 7 g(P) 


容易 验证 ， 
(5.3) > a;;(P) ao. + > b,(P) me) + c(P)u*(P) 


— 20° P) 一 PP) 一 > af) oe 


一 $, ap) nd — (P)u(P,) = FKP), 


令 

PE) 一 二 | DAE, ao my 8 aE 
借助 于 中 值 定 理 ,容易 验证 
(5.4) [PP (a < Mlflfis < 0, 


其 中 M: 记 不 依赖 于 %* 的 常数 , 且 假 定 14| 充 分 小 ， 
类 似 地 ,我 们 得 到 
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(5.5) aha < Malagi < 0, (abt? < Malhi < co， 
(deh i < Mal elfso < co。 
TE EIN Ceol a e 有 
|ag(P,)|2 < Mslagls, 
由 ?一 0 的 结果 ,因为 Dia EDA Holder 连续 (指数 为 «a), 我 们 
得 到 


(5.6) |? DiuCP,)|3 < Ms|2’Diu|S < œ. 
类 似 地 我 们 得 到 

[2Du(p) |? < Ms|d*D,u|o < 00, 
(5.7) |\dD,u(P,)|5 < M,|dD,u|S < œ, 


[xpP lE SM, lulle æo. 


现在 我 们 可 以 估计 F;。 利用 (5.5), 6.6) 和 易于 验证 的 不 
等 式 


(5.8) (PLEA) a S |\@glalhlas 
我 们 得 到 
2 x Ou(P,) 
lz [> [> a?(P) Ox,Ox; PaPa) | | <M, <, 
利用 (5.5), (5.7) 和 (5.4) 可 类 似 地 估计 Fi 的 其 他 各 项 ,我 们 得 到 
(5.9) (PFP) S M, < oo。 


我 们 把 第 2 TEMS 用 于 (5. 3) HE RB A BY BF a! (注意 ， 

u* € Cra B)). 因为 
lls < Molzl < œ, 

我 们 得 到 不 等 式 
(5.10) ju” ese S Mu <0, 

现在 可 利用 Ascoli-Arzela 定理 证 明 , WF AEA SAY 
列 {hm} 存在 一 个 子 序列 {hw}, 使 得 在 了 3 内 当 m 一 co 时 有 

Uim -> y, Drum -> Div, Diuim—> Div, Dum > Dw, 

并 且 在 B 的 闭 子 集 上 是 一 致 收敛 性 的 . 因为 当 k> oR}, u*—> 
8u/6x,《 逐 点 的 ), 所 以 
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| On | p3” , Di Du p, OH 
Ox, Ax," Ox, Oxy 


(E BA) BEE HS > OMS, E 


B 
Ou <= Mi. 
Ox, 


对 于 On/Ox; G = 2,°++, n) 也 可 证 明 类 做 的 结果 .于 是 对 
于 ?一 工 的 请 形 本 定理 证 毕 | 

HIME P = 2 的 情形 证 明 本 定理 , 我 们 把 方程 Lu 一 /对 
ri 微分 一 次 , 然后 把 p = 1 的 结果 应 用 于 微分 后 得 到 的 方程 。 用 
类 似 的 方法 可 对 于 任何 # 证 明 本 定理 . 换言之 , 将 方程 对 ži 微分 
并 应 用 归纳 法 假设 于 微分 后 得 到 的 方程 即 可 . 

把 抛物 型 方程 写成 如 下 形式 


(51D) ŽE c Bay Oe + EB Be + cup, 
BxiOx; 


除 定理 10 的 假定 外 ,再 假定 Oa;;/82, O5,/O2, Oc/Bz 和 9f/6s 及 
其 对 * 的 前 ? 一 2 阶 导数 都 是 Holder 连续 的 (指数 为 a), 就 可 推 


2to 


”出 DDu (0 过 mm 过 pp 一 2) 是 Holder 连续 的 . 把 这 一 论点 重复 


VK (24 二 p), 我 们 就 得 到 如 下 定理 . 

定理 11 设 工 为 区 域内 的 拍 物 算 子 ,假定 
(5.12) D? Da; DYD%b;, DZ De, DPD 

(OS m+2k <p, ksq) 

FED WA Holder 连续 (指数 为 c)。 如 果 * 是 Lu =f EDRI, 
Hy 
(5.13) D2DEu OSmt+2RS<p+2, kxq+tl) 
存在 ,并且 在 DD 内 Hilder 连续 《指数 为 c)。 

仔细 地 阅读 定理 10 和 定理 11 的 证 明 就 会 看 出 ,如 果 处 处 以 
D+ Br 代替 区 域 D, 那么 这 两 个 定理 仍 为 真 , 《不 过 应 在 局 部 的 
意义 上 理解 在 D+ Br 上 的 Holder 连续 性 )、 我 们 作为 推论 叙述 
这 一 点 . : 
推论 1 WELE D+ Br 内 是 抛物 的 ， 函 数 (5.12) 在 


D + Br 内 Hilder ERMA e), 则 对 于 Lu 一 f 在 D 十 Br 内 
的 任何 解 u, AR (5.13) Æ D + Br 内 Hilder 连续 (指数 e). 
推论 2 如 了 以 及 在 区 域 D( 区 域 D+ Br) 内 抛物 算 子 工 
HATA ABU TC Fl MAR, WW Lx =f fe DCD + Br) 内 的 一 切 
REETA TAAN. 
我 们 可 以 把 定理 11 推广 到 直到 边界 B +S 的 可 微 性 (关于 
在 Br 上 的 可 微 性 见 上 面 的 推论 1 )。 这 个 结果 叙述 在 下 面 的 定理 
ch, 
定理 12 设 工 是 DD 上 的 抛物 算 子 , DEEA E) BE 
WET p 之 0, AR | 
(5.14) D?Dka;;, D?D{b;, D7Dic, D7 Dif 
(O<Smt+k<p) 
在 每 一 个 其 闭 包含 于 D 十 B 十 5 十 .Br 内 的 区 域内 一 致 Hilcer 
连续 .此 外 假定 在 $ 的 局 部 表示 式 中 出 现 的 洛 数 4( 见 (2.17)) 使 
得 an 
(5.15) | D2VDEA, DDA 
(m > —2, R>-—-1l, m+k<p), 
是 Holder 连续 的 (指数 为 c)。 最 后 假定 %e Cro EOB E Lp= 
f» 且 作 为 S 的 局 部 参数 的 图 数 由 是 (Cr, vr > Xii Xitis t "a Kas 
t) 的 ) 一 个 满足 如 下 条 件 的 函数 : 
(5.16) DZY Dp, DZD) 
(m > —2, k>—l, m+k<p) 
所 有 这 些 函数 都 是 Holder 连续 的 (指数 c),， 而 在 B 上 
(5.17) Dtp (—2<m<p) - 
Hilder 连续 (指数 a). mR x Æ (2.12), (2.20) 的 解 , 则 在 每 一 个 
其 闭 包含 于 DD 十 B 十 $5 十 Br 内 的 区 域内 ,了 斋 数 
(5.18) D7*?Dku, DZ D**'uų. 
(m > —2, k>—l, m+2k sp) 
一 致 Hilder 连续 (指数 a). 
从 定理 的 证 明 看 出 、 如 果 代 替 原 先 关 于 (5.14) 那些 函数 的 假 
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定 ,我 们 仅 假定 对 于 所 有 的 区 域 Do: DCD +B +S+ Br, AR 
(5.14) 在 De 和 3 的 某 个 邻 域 的 交集 内 一 致 Holder 连续 (指数 c)， 
而 函数 《5.12) (关于 24 > p) 在 Do 的 其 余部 分 一 致 Holder 连续 
(指数 为 a), 那么 定理 的 论断 仍 为 真 ， 

证 明 WTP = 0 的 证 明 从 第 3 节 定 理 7 和 解 的 唯一 性 即 
可 推出 . 我 们 对 P= 1 来 证 明 本 定理 . 我 们 要 证 明 : 

(a) 对 于 每 一 个 0€ S， 存 在 邻 域 了 ,使 得 函数 (5.18) (对 于 
p=1) 4 DNV AR Holder 连续 (指数 为 a), HHA 

(6) 对 于 每 一 个 0€ B, FE CR’ 内 的 ) BAW, 使 得 函数 
(5.18) HF p= 1) Æ DAW 内 一 致 Hilder 连续 (指数 为 a). 

如 果 我 们 使 用 定理 11 的 推论 1 就 得 到 定理 12 的 证 明 。 定 理 
11 的 推论 1 断言 函数 (5.18) 在 每 一 个 其 闭 包 含 于 D+ Br 内 的 区 
域内 是 一 致 Holder 连续 的 . 

只 对 8 在 S$ 的 一 个 部 分 上 来 证 明 Ca) 就 够 了 ,该 部 分 是 六 一 0 
上 的 一 个 区 域 . 事实 上 , 作 如 下 的 变换 
yw x; — AER "ta Xi—is Vitis”? 9 ns t) 
(5.19) yi = x G =Æ 1) 
Yi 一 Yi (j #1, 7 i) 

就 可 推出 这 一 点 ， 因 为 在 新 坐标 下 我 们 所 有 的 假定 和 所 有 要 考虑 
的 事 仍 然 不 变 , MRE DN V 内 使 用 定理 的 可 微 性 假定 即 可 推出 
需要 考虑 的 一 切 , 其 中 了 为 2 的 某 个 邻 域 . 

其 次 ,我 们 可 以 假定 在 VANSA 4=0 (V, 为 2 的 某 个 邻 域 )， 
否则 可 以 通过 

pxi, Xa "> Xans D 一 由 (za t*a Xn £) 

把 少 的 定义 扩展 到 2 的 某 个 邻 域 上 ,然后 车 虑 函数 xs 一 内 

设 S* 为 S 上 的 立方 体 : ria < ai G =2,---, 2), ax 
t< h, OQEEHAM. i Do 是 以 Bo 为 下 底 ，B: 为 上 底 的 一 个 柱 
体 Do 一 By X (41, tr), 使 得 Se 为 D, 侧 边 界 % 的 一 部 分 . 我 们 取 
B 的 边界 为 三 次 连续 可 微 的 ,以 便 对 于 D RAHA CE) (因此 可 
应 用 定理 6). 此 外 ,我们 取 D 使 其 闭 包 含 于 D 十 SA. 
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为 清楚 起 见 ,首先 考虑 特殊 情形 : 
(5.20) u=0 #W.MDA> 
Wo 是 Bo + B, + (Sy — Sx) WHA CRH 中 的 ) 邻 域 . 

我 们 可 以 类 似 于 定理 10 的 证 明 进 行 下 去 . 对 于 任意 点 P= 
(x, “ 8% 5ky ,1), 我 们 定义 平移 

P, 一 (xi ts Xis Ti Ay Kitis des t) G>1), 
且 对 于 B,CRMRD 的 子 域 , 它 的 边界 由 两 部 分 组 成 : 一 部 分 
在 半空 间 x, <0 《如 果 Dy 在 xi <= 0 H) 日 含 于 -W。 内 > 其 他 部 分 
在 Sx 内 . 方程 (5.3) 仍然 一 样 ， 注 意 到 ww 的 初 值 和 边 值 在 Du 内 
HS ,然后 把 第 2 节 定 理 6 的 边界 估计 应 用 于 ww。 通过 和 定理 10 
证 明 中 类 似 的 计算 ,我 们 可 以 估计 File 通过 和 定理 10 WIE 
中 相同 的 推理 还 可 断定 


D? Ou Ou 


> D, pu 
Ox; Ox; 


在 Du 内 一 致 Hilder 连续 (指数 为 e). 
也 可 以 对 变量 * 完成 上 述 有 限 差分 过 程 , 即 定义 
P, = (zi …， tay t 十 h) 
并 如 前 进行 下 去 .于 是 我 们 断言 
(5.21) D2D,u, Diu 
是 Holder 连续 的 (指数 为 a). | 
为 了 完成 《a) 的 证 明 ， 我 们 需要 建立 Gx/68xi 的 存在 性 和 
Hilder 连续 性 。 利用 方程 Lu =f 就 可 以 做 到 这 一 点 .事实 上 ， 


如 把 这 个 方程 写成 如 下 形式 | 
| Ou On Ou Ou 
1 aS m Eb; SE o ocu t 
Da uia ' Ox Ox; 2 Br Ot 1 


就 可 看 到 ,右边 有 对 n 的 导数 , CH Holder 连续 的 ; 因为 在 D 上 
an > 0， 所 以 Ou/ Oxi 也 有 对 Xs 的 导数 ， 并 且 也 是 Holder 连续 
的 。 从 而 在 假定 (5.20) 之 下 Ca) 的 证 明 完 毕 . 

假如 不 用 第 2 节 定 理 6, 而 用 第 四 章 第 7 节 定 理 4 关 于 边界 
估计 的 较 强 结果 (此 时 也 是 Do 而 R, Ry 是 8 在 Se PAD), 
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就 可 以 把 上 述 的 论证 推广 到 乡 逢 假定 (5.20) 的 一 般 情 形 ， 这 时 ， 
我 们 不 是 建立 (5.18) 中 Cp = 1) 的 那些 函数 在 D, 的 一 致 Hilder 
连续 性 ,而 是 建立 它们 在 Do。 和 0 的 某 个 (x 十 1) 维 邻 域 的 交集 内 
的 一 致 Holder ee. 

(>) 的 证 明 是 类 似 的 . 现在 只 需要 对 rotte xs 作 有 限 差 
分 。 最 后 从 微分 方程 Lu 一 了 推出 函数 D:D 的 存在 性 和 Halder 
连续 性 ， 

P= 1 证 明 本 定理 后 ， 再 对 P = 2 的 情形 证 明 如 下 : 首先 
我 们 注意 到 ， 只 要 对 p= 2 建立 (ec)，(2) 的 相 类 似 结论 就 够 了 . 
为 了 对 P= 二 2 证 明 与 (a) 相 类 似 结论 , 我 们 把 方程 Lu 一 对 
xatt xa， t 中 任何 一 个 变量 微分 一 次 ,并 应 用 ? = 1 的 结果 , 最 
后 用 微分 方程 Lu==f 导出 其 余 导数 的 Holder 连续 性 . KFC), 
我 们 对 ritte te 中 任何 一 个 变量 微分 那个 方程 ， 再 应 用 ?一 1 
的 结果 ,最 后 使 用 方程 Lu 一 导出 其 余 导数 的 Holder 连续 性 . 

我 们 留 给 读者 去 验证 : 用 这 种 方法 对 于 p = 2, 我 们 得 到 
(5.18) 中 所 有 那些 函数 的 Holder 连续 性 . 

利用 如 同 从 2 一 1 过 渡 到 2 二 2 的 推 证 ， 经 过 从 ?到 zp 十 1 
的 归纳 法 ,就 可 完成 定理 的 证 明 . 其 细 说 留 给 读者 . | 
. M Ca) 的 证 明 ( 尤 其 是 (5.21) FRAPPR Halder 连续 性 ) 和 

MF e >i 所 作 的 那些 推 证 ,我 们 得 到 下 面 的 推论 . 

推论 1 SS 为 5 的 两 个 开 的 子 流 形 ，56oC5， MR 
Vos Vi 分别 为 So Si 的 开 邻 域 ， 使 得 VCV. $ Do 一 DNV 
D, 一 DNV, BE DCD, 十 56。 设 对 某 个 pS 1， 函数 (5.14) 
E D, E Hilder 连续 (指数 为 c)， 而 函数 (5.15),(《5.16) Æ S 上 
Hilder 连续 (指数 c)。 如 果 u€ Ce(D)， 则 对 所 有 的 一 2， 
k>—-l,m+k<p, BRG.18) Æ Do 内 一 致 Hilder 连续 ( 指 
数 为 a). | 

如 果 我 们 仅 假 定 对 某 个 @ > 0(e < a), u€ Cre(Di)> 则 从 
函数 (5.18) 的 Holder 连续 性 (指数 为 e) 推 出, 对 于 任何 D, 
(DCD, + S) E u€ Cu D). 因此， 如 果 我 们 仅 假 定 对 茶 个 
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e>0,4€Cu(D,), Witt iAH. 

mE «BF C:e(D,)， 推 论 的 论断 还 是 正确 的 ， 见 第 
四 章 第 8 iE 8. 

推论 1 和 随后 的 附注 也 可 推广 到 B 附近 的 可 微星 ， 但 我 们 省 
略 确 切 的 陈述 . 

推论 2 WLYD LMM, DAHA (EL), 假定 上 和 
工 的 系数 是 D 上 的 无 穷 可 微 孙 数 , 而 SARERA HAY RM 2 
是 无 穷 可 微 况 数 ， 由 在 S 和 B 上 是 无 穷 可 微 的 .最 后 假定 
pE Cuas HÆ OB E Lo = f, W (2.12), (2.20) RE D+ B+ 
S+ B+ AMAA AR. 

我 们 把 定理 10 一 12 推广 到 非 线性 抛物 型 方程 


Ou Ou Ou ) 
5.22 F > bs ? 一 一 一 ~ 一 一 一 一 一 一 0。 
) ( ¥o fom Ox; Ox;Ox; Ot 


8 F/8(Bu/0r) 在 了 内 严格 为 负 ， (Bn) a 内 为 正定 这 
里 的 自 变量 为 


, Ou(x, Pulat), Pulz, 2 Bulz, Buan), 
5.23 ( 3 > > 


mi 
~ oF 
br (gaara) 
Hu = u(x,t) 十 ev RA (5.22), BAR e 去 除 并 让 e 一 0 ， 
我 们 得 到 (关于 n(x, 2) 的 ) 一 次 变 分 ” 


ð? v , Ov Ov 
5.24 Ly =. ous + , 
(524) Ly = Quay Ox; Ax, at 


其 中 a, = —b;/b, bi = —([OF/0(0u/0x;)]/6, c = —COF/ 
Ou)/6, 如果 4 <0, W4 AM4G.22) KF az, 1) 为 抛物 时 ， 
LEWAT. 

如 果 (5.22) 对 于 所 有 的 解 u(x, 2) 在 D 内 部 是 抛物 的 ， 就 说 它 
FE DW te DUDE. 
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当 我 们 谈 及 函数 Flr, t, ww，,*……*, un) 的 Hilder 连续 性 时 ,总 

把 两 点 Crs ta tae Uy) CFs Fs yt Un) 间 的 距离 理解 为 
[jx 一 2 十 |e — z| + Cu — amber + (wy 一 uyy)”. 

定理 13 设 ulr, 7) Æ (5.22) ED RÈIR, 假定 9F/6x， 
OF /Ou; (1 一 1 …， N) 关于 (x, ty t1，,""*， uy) Holder 连续 ( 指 
BA a), MEM xa: say 的 直到 ?之 0 阶 的 导数 是 
Hilder 连续 的 (指数 为 c)， 其 中 (zy 四 6 站， 一 co < u; oo (一 
1，………，NV)。 如 果 (〈5.22) 关于 w(x,z) 在 DD 内 是 抛物 的 ， 且 Dw, 
Diu, Du TEDW Holder 连续 (指数 为 某 个 ee > 0), W | 
(5.25) D?u, DiDiun (0<m<pt+3, 0<k<pt])) 
存在 ,并 且 在 PD 内 Hilder 连续 (指数 为 c)， | 

TE 象 定理 10 的 证 明 那 样 人 手 并 使 用 中 值 定理 ,对 于 ww 
我 们 得 到 线性 抛物 型 方程 Lax*= 二 ,其 系数 借助 于 F 对 x, wi,…， 
un 的 一 阶 导数 来 表示 . 注意 到 另 一 Holder 连续 函数 (指数 6) 的 
Hilder 连续 函数 (指数 a) 还 是 Holder 连续 函数 (指数 of), 我 们 
就 断定 访 和 了 疡 :的 系数 都 是 (xz，z 的 Halder BRR MAR 
Me). FER 10 的 证 明 , 我 们 得 到 ( 见 (5.10)) 
(5.26) [ut |ie <M, 
其 中 Ni WARM ARR. TERTRE. 


Ou R ; 
5.2 一 一 < =s . 
C 7) Ox; 2 +e’ Ni G 1) 


对 于 fj 一 2;……， 2 的 证 明 是 类 似 的 . 
从 方程 Lyu’ == f; 我 们 还 得 到 


(5.28) | D;u* |e < Nas 

从 它 推 出 

(5.29) |D,D,u\i < Ns. 
由 (5.27), (5.28) 看 出 

(5.30) — HE Cuis 


其 中 C241 fea = 1 时 的 Citas 
-AJE (5.30), 我 们 可 以 再 检查 fs M L, RR HERET 


9 94 + 


是 指数 为 a 的 Holder 连续 函数 . 因此 我 们 可 以 用 前 面 的 证 明 ( 以 
afte’), Mintel Ce’ = a 的)(5.27),(5.29)。 于 是 对 于 了 二 0 
证 明 完 毕 . 

如 果 p> 1, 我 们 把 方程 (5.22) 对 x; 中 任何 一 个 变量 微分 一 
次 ,然后 把 定理 10 用 于 所 得 到 的 线性 抛物 型 方程 邢 可 .， 

我 们 还 将 系统 地 阐述 和 定理 11 相 类 似 的 定理 , 但 是 , 仪 叙述 
如 下 的 特殊 情形 . 

定理 14 如 果 (5.22) 在 D 内 关于 解 * 是 抛物 的 ,* 在 DD 的 
闭 子 集 上 属于 Cile > 0), 而 F 对 于 (x, t)E D, 一 00 < u;<0 
G=1,°°-,N) EXAT WÉI, M Cr, t) 在 DD 内 无 穷 可 微 . 

定理 12 及 其 证 明 也 可 推广 到 非 线 性 方程 . 
6. 解 族 

借助 于 第 2 节 定 理 5 容易 确立 下 列 定 理 . 

定理 15 设 {La 为 一 抛物 算 子 序列 ,其 中 算 子 满足 (4)， 
CB), 那里 的 常数 Ki, K; 不 依赖 于 m. 又 设 {fm} 为 满足 nle S 
天 ;的 函数 序列 ,其 中 KK; 不 依赖 于 m。 假 设 {en} 是 一 满足 

L mtm = fm (Œ D + Br 内 ) 

的 函数 序列 .如 果 unlo S Ko HP K SAR, WAF {un} 
”的 任何 子 序列 {ww'} 都 存在 它 的 一 个 子 序 列 , 设 为 itm) 使 
(6.1) Umit> Dyettmtt> Dittmer, Dim 
在 DD 的 任意 子 域内 (该 子 域 的 闲 包 在 D + Br A) 一 致 收敛 于 某 个 
函数 x 和 它 的 相应 导数 ,此 外 uE C24o(D)， 

特别 地 ， MRL, NAME D+ Br 内 逐 点 地 收 伍 于 工 的 相 
应 系数 ,而 ifn} 在 D+ Br 内 逐 点 地 收 钱 于 f, WE D 十 Br 内 
Lu =j. 

推论 wm C4), CB), (C) 成 立 , 且 
(6.2) Lim =f ŒD + B: Ñ)» 

im = Pm ŒB +SEE), 

而 在 B +S 上 一 致 地 有 bn p, WEJ {un} Æ D k-i 
于 函数 u, 而 导数 Drun Ditm, Düm 在 D + Br 的 闭 子 集 上 一 
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BAC SF ee 的 相应 导数 ,并 且 
(6.3) Lu=f (E D + Br 中 )， 
u=p (在 8 十 S$ 上 ). 
事实 上 , 据 极 值 原理 , 当 m, k —> ofj 
| tm 一 url? 一 > 0. 

于 是 lima, = u FEE. PR. EB +S ke). BEB 15, 在 
D+ Br 内 Lu 一 f。 因 为 x 是 {um} 唯一 的 极限 ,这 就 推出 所 有 的 
子 序列 (6.1) 收 敛 于 同一 极限 . 推论 证 毕 . 

若 以 范 数 | . |。 代替 1， 1-， 那 么 和 定理 15 及 其 推论 相 类 似 
的 结果 也 是 正确 的 . 

这 个 推论 类 似 于 调和 函数 的 Harnack 第 一 定理 ， 

7. Green 函数 

我 们 从 有 用 的 一 般 引 理 开 始 . 

引 理 1 wR Ly D LA Holder 连续 系数 《指数 为 a) 的 
抛物 算 子 , 则 志 的 系数 可 扩张 成 为 在 整个 带 形 区 域 0 委 上 委 了 T 上 
是 一 致 Hilder 连续 的 函数 ， 使 得 工 的 相应 扩张 算 子 在 带 形 区 域 
OSST 上 为 一 致 抛物 的 . 

证 明 根据 第 1 说 定 理 2, 我 们 可 以 把 工 的 系数 扩张 到 带 
形 区 域 0 和 上 < 委 了 上， 使 得 扩张 后 的 亢 数 在 0 委 上 和 了 上 一 致 
Holder Æ. DAL 记 工 的 相应 扩张 ，L, 在 DD 的 闭 邻 域 pp 上 对 
OSS T ERR. 设 纪 是 0 所 1 所 7 上 的 连续 可 微 油 数 ,在 
DE &=1, 而 在 DD 外 二 0( 见 第 一 章 问题 1 )。 类似 地 ， 设 
& 是 带 形 区 域 0 三: 志 TT 上 的 连续 可 微 函数 , 它 在 D 上 5 =0, 
而 在 0 委 上 < 委 7 E č + const. > 0., WR Lo 记 热 传导 算 
子 , 则 所 和 需 工 的 扩张 是 

TONS o_o 


i 


Cı 十 62 Cited, 
设 工 在 区 域 了 内 是 一 致 抛物 算 子 ， 在 第 一 章 , 当 DD 是 一 个 柱 
体 时 ,我 们 定义 了 在 区 域 D 内 Lu=0 的 基本 解 . 如 果 九 不 是 一 柱 
> GESA 1) 我 们 可 以 把 扩张 到 0<t<7 内 的 柱 形 区 
e 9G 。 


域 De 中 ， 于 是 可 以 构造 基本 解 Cx, z; ,7T)。 作 为 一 个 (x, 2) 
ED 十 Br 的 函数 ， 它 显然 满足 Ex 一 0， 并 且 对 于 了 .上 的 任意 
连续 函数 fo Bt —>r Ce B.) 时 ,有 

(7.1) Sa I(x, t3 E, r)f(E)dg > FCE). 

从 第 一 章 中 T(x, 3&7) 的 构造 看 出 ,了 ,De ， DT, DT 是 
(x,t; 志 ,7T) 的 连续 函数 ( 见 (1.4.29))， 因此 , (7.1) 的 左边 是 
Lu = 0 的 解 . , 

定义 ”一 个 对 于 (x, 1; £, 7)€ED x (DUB), >r AE 
义 并 且 连 续 的 函数 G(x, 13E, 7) 称 为 D 内 Lu 一 0 的 Green ph 
数 , 如 果 对 于 任何 0 委 z 委 7 和 对 于 在 B。 上 有 紧 支 集 的 任 一 连 
FE PRACT, BARE 


(7.2) ux 2) = |, GCs #3 E TACEN 

fi Lu = 0 E DN {t <: < T} AH , HWEL RE: 
(7.3) limu(x, t) = f(x) (x € B,), 
(7.4) u(x;t) 一 0 (在 Snfr 一 上 委 T} 上 )， 


定理 16 设 工 满足 (4),(B), D RAEM (E), 则 存在 唯 
一 的 Green 函数 G(x, 1; &,7), MH G, D:G, DIG, DG 是 在 
(D+ Br) xX (D+ B), >r AXT (r, t; E, T) BERRA. 

证 明 为 了 证 明 G 的 存在 性 ， 我 们 首先 利用 引 理 1 把 工 的 
系数 扩张 到 0 过: 过 T 上 . 所 第 一 章 的 结果 ,扩张 后 的 工 的 基本 
fe T(x, t; &, 7) 存在 ,而且 T, DT, DT, DT 都 是 (x, tE, Tr) 
C >r) ERA. 

设 V(x, 236, T) 记 如 下 间 题 的 解 ( 如 果 它 存在 ): 

LIVyV=0 CEDNir<:<T}), 
(7.5) V=0 (在 下 上) 
. V(x, t3 EE,T) = —T(x, 1; E, 7) 
- CE SN ir <: <T} E). . 
因为 当 zx AE, torr, zt; ,7) 一 0， 所 以 V 的 初始 值 和 边 
界 值 构成 一 个 连续 函数 , 因此 可 用 第 4 节 定 理 8 , 和 定理 9 推出 ， 
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唯一 解 了 存在 . 

下 面 我 们 证 明 , RR V, D: V, DV, DV 在 (D+ Br) Xx 
(D+ B),t1>7 内 是 (x, z E, T) ERRAR. 

设 CE*, 1*) ED HS CE, r) 的 距离 小 于 5 的 点 . 为 确定 起 
RL ,假定 ce Sr. 因为 V(x, OE, TREES, 又 因为 当 6 
充分 小 时 , 可 使 在 SO {re ct <r*} 上 的 边界 值 任 意 小 , TECE 
极 值 原理 ) 推 出 , 48 充分 小 时 ,在 xz 一 zr* 上 可 使 V(x, t; E, r)— 
Ver, t; Ef. c*) 的 绝对 值 任意 小 .同样 的 论断 对 于 Vtz, E, 
r) — V(r, 25 85*,T*) 在 SN 站 {rz* 二 :过 T} 上 最 然 也 真 。 由 极 值 
原理 推出 , 当 5 充分 小 时 ,在 DN {r* <: STI A 
(7.6) [V(x, 23 &, 7) — V(x, 23 E*, T*)| <e, 
注意 ， 只 要 把 CE, z) 限于 D +B 的 闭 子 集 内 , 则 5 与 (#, r) 无 
关 . 

把 内 估计 (2.16) 应 用 于 V(x, 23 &, 0) 一 了 (zy， t; 8*,T*) 即 
可 推出 DV, DiV, DV RFE, 7) 的 连续 性 注意， 对 某 个 
A > 0， 假 如 :一 zY > p, 则 连续 性 在 D+ Br 的 闭 子 集 上 关于 
(x, 1) 是 一 致 的 ,而 在 D 十 B 的 闭 子 集 上 关于 (#, r) 是 一 致 的 . 
“(2.0% D+ Br+ S 的 闭 子 集 上 变化 时 ,7 的 连续 性 也 是 一 
致 的 . 最 后 ,因为 V, DV, DiV, D,V 对 于 每 一 固定 的 《5, r)6DD 
都 是 DD + Br, C: > T) 内 Cx, t) BY ZESE PR » ,因此 , 正 象 上 面 所 断 
BAY, ET (D+ By) x (D+ BG >t) AE (x, 1; &, 7) 
的 连续 函数 . 

现在 容易 看 出 ;级 数 

G(xz，1 ,7T) = T(x, 1; ET) + V(x, t &, 7) 

是 Green BRIM. mE D,G, DG, DG 都 是 (x,t; &, 7) € (D+ 
(Br) X (D +B), +> 的 连续 函数 . 

为 了 证 明 唯 一 性 , 假设 G, 和 Gi 是 两 个 Green 函数 . BRR 
数 


Cas) = | TGs 65 Es T) — Gay 13 Ee ICE MME, 
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其 中 f(x) 是 在 BL 内 有 紧 支 集 的 任意 连续 函数 。 BA, Lo 一 0， 
HE SN{r 二 :三 7T} 和 在 B, 上 wv 一 0. 因此, 据 极 值 原 理 ， 在 
DNAflr<: LT} Ar =0. 

如 同 第 二 章 第 4 节 定 理 11 的 证 明 中 那样 , 取 序 列 {f%《#)} 就 
可 推出 Gir, 3 E, r) = Gx, t3 Esr) 

推论 1 作为 (x, z) ED 的 函数 ，LG 一 0， 并 且 对 每 一 
(szr)ED+DF, 在 Snlr 一 :和 7T} 上 G(x,1; ë, r)=0, Æ 
Dive <t<T} W Gx, 2387) > 0. 

类 似 于 第 二 章 第 4 节 定 理 11 的 证 明 可 推出 G 的 正 值 性 ,其 他 
论断 可 从 前 面 G 的 构造 推出 . 

利用 第 五 节 定 理 12 的 推论 1, 就 可 从 上 面 的 推论 1 得 出 如 下 
的 推论 : | | 
推论 2 对 任意 固定 的 (8, r)eD +B, e>0, R D.G, 
D2G, DG RÆ Cr, t) (x, NED, t— r > 6) 的 一 致 连续 函数 . 

如 果 工 的 伴随 算 子 L* 存在 《 见 第 一 章 第 8 节 ), 则 L*z 一 0 
在 DD 内 的 Green 函数 G*(x, t; Er) G>T) REMY Crt Ë, 
r)ED x (D + Br) (4 二 7?) 的 一 个 连续 函数 , 它 对 于 (7.2) 中 的 
IEM fo PAR 


yx, 1) = [ G*(x, 13 E, v)(E ME 


在 DN{0 达 :1 二 Tr} 内 满足 L*vo—0, H. 
limv(x, t) = f(x) (x€ B,), 


而 在 SN{O<e<r} ko =O | 
如 果 L* 的 系数 满足 条 件 (4),(B), 且 DD 满足 性 质 (E) ME 
过 首先 在 工 *z 一 0 中 作 代 换 1: 一 —2, BARA G 那样 地 证 明 G* 
的 唯一 性 ,存在 性 和 可 微 性 . 此 外 还 有 
L*G*(x, t; ET)—0 Cx, 2EDN{0O<2<7}), 
G*(x, t; §, 7) =0 (x, DESNO 1r}) 
G*(x, 1; EE, T)>0 (Ce, 1) EDN{O0 ;7}). 
定理 17 如 果 工 为 万 内 的 抛物 算 子 ， 而 ajs Drai;, Dia, 
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bi, Dbi, c 在 DD 内 一 致 Hilder 连续 (指数 为 a); RDW E 
CE), 则 G*Ce, 23,7) 存在 , 且 对 于 DD 内 任意 两 点 Cx, t)» (Š, T) 
GQG>r) A 
(7.7) G(x, t3 E, r) = G*CE, v3 x, t). 
证 明 ARIE (7.7). & 

uly, 0) = Gly, o; ET), 

v(y> o) = G*(y> 0; x, t)» 
在 区 域 DN {rv +e <o <t 一 e} 上 积分 Green 恒等式 C1. 8.4)5 
我 们 得 到 


|, u(y, t — e)G* (y, t— e3 x, t)dy 
t~e | 
一 | v(y, T+ e)Gly,t 十 6，5， t )dy. 
t-re 


ik e 一 0 就 推出 《7.7). 


对 于 热传导 方程 
” 3u Ou (“sees G= evra) 
f=, Oxi Oi 0 一 上 一 了 


Green 函数 可 由 显 式 给 出 . 当 ” = 1 时 


(7.8 ) G(x, #3 Ë, t= > T(x + 4ma,t3&; T) 


— > T(2a — x + 4ma, t; £, T)o 


m=- © 


其 中 (x, 25 Es r) 为 基本 解 (1.0.2). 
如 果 n = 2, 


(7.9) G(x; t5 E, r) = > [> T(x, xz, t3 E’ È 529 r) 


m= 0 


a 


一 > T(xi, X2 13 Si, S25 r) | 


m 一 的 
=>? | 3) PCA, af, t3 Eis E20 T) 
j=- -m= -9 


. 100 e. 


的 
— $ GH, #05 fo & 7) |, 
moa 


其 中 xP = x, + 4ma, x7 = 2a — zı + 4ma (A= 1,2). n> 2 
的 公式 可 仿 此 推 得 ， 
8. 椭圆 型 方程 

EH, RIER 2~ 6 市 的 结果 简要 地 推广 到 R 的 有 界 
KID AR MAR +: 


(8.1) Lu = > TOF: 


从 若干 定义 开始 . 

我 们 说 函数 ue) 属于 Cm”(D) 类 (或 简单 地 说 属于 C”)， 如 
果 它 的 所 有 前 m 阶 偏 导 数 存在 而 且 是 在 D 内 的 连续 函数 .如 果 所 
有 的 所 阶 导数 在 了 内 都 是 局 部 Holder 连续 的 (指数 为 &), 我 们 就 
tie RE oe, D jel iE lub. lol. Z c” cmt 中 分 别 引 
A FEL 
(8.2) Tal, = >) SIDiul,, 

了 一 日 

(8.3) Jalma = Tuln + SACD), | 
其 中 未 特别 指定 界限 的 和 是 对 指定 阶 的 所 有 偏 导 数 取 的 , 而 
H,(v) 是 v DAR Hilder ARM. 以 Cmn《(Cm+e) 记 C™(C™*™) 中 
所 有 满足 [js|。 二 COC] 4] maa < 00) 的 函数 u ARREZ N. 

以 d, 记 点 * 到 DD 的 边界 OD WER, $ do = min(d,, d,). 
我 们 定义 


-+ > b; OF + c(æ)u. 


H (dtu) =]. 5 b. qk*e | u(x) 一 nol 
lx — y|" 


\d*v|, 一 1. u. b. lasv(x) |. 
下 面 我 们 引进 范 数 : 
(8.4) | 26 | m = >; Zld Diu |g 
7=0 


* 01> 


了 ao 和 n 


(8.5) Ju) ma = lulan + EHC” D"u). 

以 Cm(Cmta) 记 CCC”) 中 所 有 满足 lel < OC lu) ma 
co) 的 函数 构成 的 赋 范 空间 

空间 C m» C mta» Cms Cmte 都 是 Banach 空间 ， 

其 证 明 类 似 于 第 2 节 定 理 3. 

我 们 着 手 陈 述 Schauder 型 内 估计 . 

内 估计 “如果 ( 用 本 节 记 号 ) (2.13), (2.14) (ayle, )= 
a;,(#)), (2.15) G = f(x)) R ARED N Lu = f, H ue ct 
(D), |ulo < œ, WM uE Ca+e， 且 (2.16) 成 立 . 

RIADIL OD 属于 C” 2B BR Ct" 类, 如果 在 OD 每 一 
点 的 邻 域 中 存在 OD 的 如 下 形式 的 局 部 表示 式 : 

(8.6) x; = Al xist* >s Xi 
Fe RR A (局 部 地 ) 分 别 属于 C” aR ert, 

我 们 说 OD 上 的 函数 是 属于 C” R Crt 的， 如果 OD 属于 
com C”, HERF OD 的 局 部 参数 ( 当 (8.6) 为 9D 的 局 部 表示 
时 , 局 部 参数 为 zi Xis xi tts te) 函数 中 分 别 属 于 C2” 
By Cure, 

我 们 说 OD 上 的 函数 上 是 属于 Cu. 的 , 如果 在 Ci. D) HE 
在 一 个 在 6D 上 与 上 重合 的 隙 数 Y. 

我 们 定义 | 

Th lita =E. i. b. ine 
AP RITE HA TBAT ge Cuc(D) BA, VE OD ES 
PBF. 

现在 叙述 Schauder 型 边界 估计 . 

边界 估计 如 果 (2.18), (2.14) (aij(x,2)=ai(x)), (2.19) 
(f 一 f(x)) 成立 且 OD BF C, p BF Citas WATE D AK 
E Lu 二 =f 而 在 68D E u= p 的 属于 Cre(D) 的 任何 解 u, 不 
等 式 | 
(8.7) lular. < K (| ¢lare + lu |o 十 fla) 

成 了 六， | 
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注意 ,如 果 c <0, WE (2.7.5) 有 | 
| u ujo <l u.b. |p| + const. 1. u. b. |f|, 


(8.7) 就 化 为 (2.21). 
下 面 我 们 叙述 关于 Dirichlet 问题 


(8.8) Lu=f CED), 
(8.9) u = > (在 OD 上 ) 
的 存在 性 定理 . 


定理 18 设 工 为 在 D 上 有 Hilder 连续 系数 ,， He <o 
ART i ODE cH, Wm FE CCD), pE Cosa, WM Dirichlet 
问题 (8.8)， (8.9) 的 唯一 解 存 在 ,并 且 uE Cr.(D). 
定理 18 的 证 明 是 和 第 3 TE 7 的 证 明 类 似 的 ,其 细节 留 给 
读者 . 
”在 第 四 章 第 9 HP RAVEN Laplace STE 5“ 注释 Schauder 


估计 的 证 明 , 这 也 是 对 (定理 7 证 明 中 ) (a) 的 类 似 Schauder 估计 
证 明 的 注释 . | 

在 点 y € OD MAO w, 是 互 上 的 一 个 非 负 连续 函数 , 它 
仅 在 点 ”处 为 零 , 且 有 Lo, < 一 1 | 

定理 19 BLYD LAMA, A e<o. 设 (2.13), 
(2.15) 成 立 ， 如 果 在 OD 的 每 点 处 都 存在 闻 函 数 , 则 对 于 OD 上 的 
任意 连续 函数 p, Dirichlet 问题 (8.8), (8.9) 的 唯一 解 u 存在 , 并 
H. “u € Citas 

其 证 明和 第 4 节 定 理 9 的 证 明 是 类 似 的 . 

如 果 存 在 一 个 闭 球 KR, 使 KND =, KNOD = fy}, MÄ 
k 和 也 都 充分 大 时 ， 
(8.10) wyl) = kL — y|? — le — yi) 
Cx HERK EAE y MATAR. | 

关于 椭圆 型 方程 解 的 可 微 性 我 们 有 如 下 结果 . 

定理 20 ， 设 LI 是 上 5 上 的 椭 贺 算 子 ,假定 了 和 工 的 系数 都 属 
于 C?te(D) (p 之 0)， 则 Lu 一 了 的 任何 解 都 属于 CCD). 
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如 果 1 和 工 的 系数 都 属于 Chel), HODET crs, 
Pre CPt DE Ca WI (8.8), 《8.9) 的 任何 解 都 属于 Corta D). 

对 于 < 委 0 时 的 证 明和 第 5 节 定 理 10 一 12 的 证 明 中 所 给 出 
的 推理 基本 相同 . 对 于 任意 的 <， 如 果 我 们 已 知道 关于 tt 一 0 的 
结论 , BRAT t > 1 的 证 明 就 和 < SO 的 证 明 一 样 ， 为 了 证 明 
关于 P 二 0 的 结论 ， 我 们 需要 存在 定理 18 和 定理 19 在 任意 “的 
情形 能 成 立 . 一般 说 来 , 这 是 不 可 能 的 . 不 过 , 定理 20 的 前 一 部 
分 (对 于 p 一 0) 是 和 局 部 性 质 有 关 的 . Alt, 如 果 我 们 取 刀 的 充 
分 小 子 域 Do, 使 得 (2.7.6) ,从 而 使 (2.7.7) 成 立 , 则 在 Do 内 的 解 由 
其 边界 值 唯一 确定 , 从 而 定理 18 的 断言 成 立 ， 因 此 , 由 第 五 节 定 
理 10 (对 p = 0) 的 证 明 中 所 用 的 论据 推出 定理 20 的 前 一 部 分 是 
正确 的 ， 

对 于 第 二 部 分 (p 一 0 情形 ) 的 证 明 , 我 们 需要 这 样 一 条 存在 
定理 ,其 中 的 是 边界 上 的 连续 消 数 , 它 在 边界 的 一 部 分 5 上 属于 
ct, HA Ca.(D) 中 的 那个 解 对 于 DD 的 任何 子 域 D, 也 是 Cat, 
(D,) 中 的 解 ,其 中 D, 的 闭 包 是 D + % 的 闭 子 集 , S 在 S 的 内 部 ， 
利用 更 一 般 形式 的 Schauder 型 边界 估计 式 ( 见 第 四 章 第 9 节 ), 通 
过 连续 性 方法 可 以 把 这 样 的 定理 建立 起 来 . 因为 当 忆 充分 小 时 这 
条 存在 定理 对 于 任意 的 仍然 成 立 ， 所 以 只 要 把 DD 分 成 许多 小 的 
子 区 域 , 我 们 就 可 以 完成 本 定理 第 二 部 分 Cp = 0 情形) 的 证 明 ， 

现在 我 们 要 指出 ,如 果 p 之 1, 那么 假定 gE Cumo WESA 
的 . 

在 OD 的 每 点 x* 处 画 一 内 向 法 线 v(x"), 并 在 其 上 量 一 长 度 
6。 以 v(x*, 6) 记 内 向 法 线 的 端点 ， 对 于 任何 9De C!， 当 6 充分 
小 时 ， 函 数 x 一 (2°, 5) 是 (x*, 5) 到 R? 的 一 对 一 的 函数 . 事实 
上 ,这 一 点 由 隐 函 数 定理 和 下 面 的 公式 : 

(8.11) xj = xi(s) + gi:(s)/g(s), 

即 可 推出 ， 其 中 s = Castets sa) 是 8D 上 的 局 部 参数 ，x* 一 

rs) (i = 1, 2,…,n) 是 6D HNE gC) 为 矩阵 (Ors) 
* 原文 为 do MEX .~ 一 - 译 者 注 
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(i BAT, i 表 列 ) 去 掉 第 i 行 所 得 矩阵 的 行列 式 的 (一 1)""! 倍 ， 而 
KO = (Sor Y 


顺便 指出 , 当 e Æ OD 上 变化 时 ,法 线 vC) 为 由 区 zx 8) 所 
产生 的 每 个 流 形 OD? 的 法 线 . 

设 OG) 是 一 个 三 次 连续 可 微 函 数 : CCOD— 15 当 j| SOR, 
Ta) 一 0。 于 是 , 当 66 充分 小 时 ， 

CEP), BO RE Rt, (x=v(x, 5)), 

ro =i, 在 0 和 5 一 5 之 外 
把 上 扩张 到 D, 且 当 8DEe ce 时 属于 Cu. WRIA SR eS} 
时 ， PE Čitas 

可 以 把 定理 20 REI SERED DE. BSH 
定理 12 推论 2 的 类 似 结 论 也 是 正确 的 . 


问 题 


1. elu) (一 co <u<00) JERAR, Lfs D 的 意义 如 同 

定理 7。 试 证 明 : 当 。 充分 小 时 , 问题 
Lu = f(x,t) + eg(4) (在 D+ Br A), 
“= 0 (728 +5 L) 

有 唯一 解 存在 ， 、 

[提示 : 用 类 似 于 定理 7 证 明 中 (4) 部 分 的 证 明 。] 

2、 试 证 明 : 如 果 第 一 初 值 边 值 问题 Lu =f, u = 上 对 任何 连续 的 上 和 
Holder 连续 的 f AH MAZE S WIA ARE. 

3。 试 证 明 : 对 于 记号 (4.3), 如 果 (4.2) 成 立 那 么 当 & 和 4 BAAN, 

Kec"{exp[ 一 4R] 一 exp[—AR’]} 

tb SEPA ERR. 

4. 在 矩形 一 5<*<2， 一 “<<z<T(ec>0) 中 考虑 热传导 方程 txx — u= 
0 AORTA ERA IN. 试 证 明 : WER <a < b HEHE, 使 对 
ME EM, —a<, E<a, V<t<t<T 有 
(*&) u(&, 7)<Ku(, T). 
RERO AUT ABR Harnack KEA. 
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[提示 : 导出 表达 式 


“(Es t) = | n(x, 0)G*(x,0; Es 7)dx + Dt | E ec" 


Ox 


| xwZadt 


(C 由 (7.8) 给 出 ). 利用 在 * 一 一 a(x* =a) 上 [6G*/dx]>0(<0) 和 
G*(x, 0; Ë, T) ~ OG*( +4, t; E, 7)/Ox 
G*(x, 03 Ë, 7) OG*( +a, t; E, 7) /Ox 
5. 试 把 问题 4 的 结果 推广 到 由 z= 0,!t = T 和 在 带 形 区 域 0<t<T 中 
的 两 条 不 相交 曲线 所 围 成 的 区 域 了 ?5， 即 证 明 ; 对 所 有 D 的 闭 子 区 域 6， 
(X) 对 于 D 内 所 有 的 正解 和 (6, rz)EG，(#, 3)&EG, te? MRU, HPK 
仅 依赖 于 G 和 了. 
6. AER RUT AMARA Harnack 第 二 定理 的 ) 如 下 定理 : 
如 果 {uw} EDA wxx 一 zx = 0 的 解 的 单调 序列 , 且 对 于 某 点 9ED， 序 
列 {um(O)} We, 那么 该 序列 在 SO) 的 闭 子 集 上 一 致 收效 于 wx 一 和 一 0 
BOW #(SCO) 的 定义 见 第 二 章 第 1 节 )。 
7, RLAAERARWABRT BED 上 «<0, D 为 有 界 区 域 . 又 
设 ODEC', DA Lu =f, EOD Ew =0, H #EC,(D), EAA: 如 
果 对 于 每 一 y€ 6D ,存在 一 个 半径 R( 与 y 无 关 ) 的 闭 球 ,使 KND = {y}, 
则 对 任何 i = lyseon 


I. u. b. | -2 | <a. u. b. {ffs 
ðD Ox; . D 


之 Cc>0, 之 C>10. | 


Hirth H MURR L D. 
[提示 : 取 (8.10) 3 wys 并 证 明 lu(x)| <vy(x) [fle (© ED), AmE 
y 处 | Ou /Ov| <|Ou,/Ov| |F] 6. ] 
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第 WB 
先 验 佑 计 的 推导 


引言 ” 本章 主 要 是 证 明 第 三 章 定理 5、6 所 说 的 先 验 估计 . 
还 要 证 明 第 三 章 定理 7, 9 证 明 中 的 陈述 (a)， 在 本 章 中 仍 沿用 第 
三 章 第 2 区 的 记号 . 
”推导 先 验 估计 的 一 般 过 程 是 很 简单 的 .我 们 首先 对 特殊 的 热 
传导 算 子 , 或 者 对 更 为 一 般 的 抛物 算 子 
(0.1) Law = Day IE (ey HBO 
建立 先 验 估计 趟 (Bl, 我 们 现在 朗 建 立 更 为 有 用 的 形式 )， 然 后 考 
虑 下 面 (1.1) 形式 的 一 般 抛物 型 方程 ,并 在 点 (x', O 近 旁 把 它 写 
成 Lw =} 的 形式 , 其 中 了 二 了 十 (Lou 一 Lu)， Ls 由 《0.1) 中 让 
aj 一 a(x, 加) 给 出 ， 利 用 前 面 对 Lo 所 得 到 的 那些 估计 ,我 们 试 
图 得 到 所 需要 的 工 的 估计 . 

基于 对 常 系 数 方程 首先 导出 估计 式 的 摄 动 法 ， 在 微分 方程 的 
其 他 问题 中 已 使 用 过 . 

分 析 在 本 章 中 的 份量 是 很 重 的 .对 热传导 算 子 建立 一 些 必需 
的 估计 式 在 技巧 上 用 了 很 大 的 功夫 . 摄 动 过 程 本 身 却 是 不 大 难于 
理解 。 

第 3, 5, 6 节 的 结果 仅 涉 及 热传导 算 子 的 情形 .读者 也 许 会 
发 现 , 不 宜 对 初学 者 做 出 这 几 节 的 全 部 详细 证 明 ， | 
1. 记号 

在 \ul are 的 定义 《3.2.11) 中 出 现 [PD o| 项 ， 由 于 先 验 估计 
与 抛物 型 方程 
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(11) Lu SS a;l, pant > bi(x, £) a 


i, j=l 


+ clx, t)u 一 一 一 “ fCx, t) 
a 


的 解 有 关 , 如 果 在 第 三 章 第 2 节 假 定 (4), (B), (C) 下 ， 我 们 能 
得 到 如 下 形式 的 估计 

(1.2) [ela + DS \dD.ul, + S|@Dial,<KClulo + [#fla)> 
那么 利用 明显 的 规则 (3.5.8) 和 

(1.3) Le(g 人 | < |dglaldh\as 

就 可 直接 推出 关于 12D,x|。 的 类 似 估 计 ， 于 是 ,为 了 证 了 明 
(3.2.16), 只 要 证 明 (1.2) 就 够 了 . 

在 第 三 章 定理 5 中 , DD 由 :一 0, :一 了 RES 所 限定 ， 曾 
假定 对 每 一 0<r <T, DN =r} 为 一 区 域 , 还 假定 存在 一 条 
产 续 曲线 7 把 区 域 Br 和 B 连结 起 来 ， 而 沿 着 它 * 坐标 非 增 。 但 
是 ,在 本 章 我 们 将 对 任何 有 界 开 集 刀 来 证 明定 理 5。 现 在 dp 由 

dp =g 1. „P d(P, QO) l 


来 定义 ,其 中 P= (Er), T A; 为 也 的 边界 与 半空 间 :过 + 的 
定义 。 N 是 一 个 以 P 一 (x"，, 1) 为 最 高 点 ， 楼 长 为 5 的 半 立 
方 体 ， 如 果 六 由 下 列 式 子 定 义 : 
好 一 6 Sx, < 和 对 十 0 G@=1,---,n), 
P— PLEAD, 
其 中 x° = (x9,---, x9). 
如 果 OEN, BRERA a(P, 0) < (n+ 1), 
对 于 任何 非 负 整数 p, m, 引进 如 下 新 范 数 是 方便 的 : 


(1.4) | g | pm =>) Mp. lg]; 
7=0 


i=0 
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其 中 
(1.6) Mpslg]=— D la iDsglo = Dl. u. b. de*i|Dig(P)|, 


(1.7) M pitale] = DSH,[ drtiDig] 
= 5], v, i. b, degite [D Dig(P) Z Dig(O){ 
d(P, Q)” 


如 前 所 述 ,因为 不 等 式 a 2.16) 5 (1.2) SH, 所 以 第 三 章 定 
理 5 是 下 面 定理 的 结果 . 


定理 1 BE 
(1.8) laiiloa S Kis lbi lia S Ki | el2 S Kis 
而 对 任何 实 矢量 和 (x, 4)€D, 有 


(1.9) Da EGR (Kk,>0), 


a 一 


FE | 州 ,< co. 如 果 #* 为 《1.5 在 忆 中 的 任何 一 个 解 ， 它 使 
D,u, Dtu, Du Æ DA Holder 连续 (指数 为 a), H. lulo < oo,， 则 
uE Cras HEE MRR Ki, Kas 和 的 常数 KK, 使 有 
(1.10) |ulouta EKOulot [flood 
在 第 2 节 RAVER SEK 1.4), 15) 有 关 的 初等 引 
理 . 在 第 3 节 要 证 明 一 条 热传导 算 子 先 验 估计 的 基本 定理 .第 4 
节 用 这 一 定理 通过 摄 动 法 完成 定理 1 的 证 明 ， 
2. 预备 引 理 
引 理 1 — 设 D, 是 DD 的 一 个 子 集 , 它 由 所 有 到 DD 的 边界 的 距 
离 大 于 的 点 组 成 ，M5,wmlw] 记 对 DD 所 取 的 Mpmlu]. 如 时 
Mimlul < M《M 为 与 6 无 关 的 常数 )， 则 Mepm[z] AAR, 且 
<M. 此 结论 对 于 Momacluls |] pm ltl pmes 也 成 立 . 
证 明 Ul dee itt De PER AS PK dp, TRH EAB 
PE D.a RME 
d? | D$t”uCP)| S M. 
令 e 一 0, 我 们 得 到 
db|D2*"u(P)| <M 
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对 于 Pe D 取 上 确 界 , 就 推出 本 引 理 关于 Moml] 的 论断 。 对 于 
M ,m+al ul, |u | pm |u | ， m-+a 的 证 明 是 类 似 的 . 

引 理 2 Kp Siem Sl 均 为 整数 。 对 任何 O<e<l, F 
FEDER es Pm AR C, 使 不 等 式 
(2.1) lal pm- SE E@Mymlul + CM ,ola] 

对 所 有 满足 Mpaofz] < ©, Myylu] < 的 “都 成 立 . 

证 明 为 简单 计 ， 我 们 令 Mpi 一 My lel, 不 失 一 般 性 ， 
我 们 假定 lel on 为 有 限 ,否则 可 以 首先 对 Ds 导出 《2.1)( 见 引 理 
1) , 因而 得 到 

lle nr SE @M3,, + CMi,< @M om + CM ,0; 
然后 取 8 一 0 并 应 用 引 理 1. 

设 忆 为 忆 中 任意 固定 的 所 ,并 设立 是 以 了 为 项, 楼 长 为 edo 的 
KHE. 取 <l/@t+1), 使 NCD. BPA. UR, 
Pi INSER N* 上 任何 两 点 , 则 对 于 茶 个 9EN?* 有 

PSw(9) — D'u.) — De uP) 
P,P, 
这 里 P,P, IAP, #1 P, 的 欧 几 里 得 虑 离 . 如 取 P， P, fE NT 的 对 
TAX » WS THEE QEN? ARNAR 
u. b. Ditu] 
ae pedp 


(2.2) [Diu (Q)| < 


从 关系 式 
Diu(P) 一 Dru( 0) = D,Diudt, 
FLUC 在 联结 Q, P 人 利用 不 等 式 (2. 2) ,我 们 得 到 
b. | Diz | 
1Dax(CP)1 < Ee + und eS. u; b. [Ditu] ， 
其 中 求 和 是 对 所 有 i 十 1 阶 偏 导数 取 的 。 于 是 从 Mpiji Movie: 
的 定义 推出 


| Diu(P)| < (udp) 


~ 


M Prj-t 
[C1 pr')dp Jerr 
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Mins 
[a — un’ )dp] jotjti ° 


以 abt RA, FERF P AD 中 任意 的 反 ， 我 们 就 可 以 断 
定 , 对 任何 e > 0, 有 


C 
(2.3) M »,; < eM pjt 十 Ce M »,j-19 


十 pn q P 


其 中 Co MK RT P> j. 
利用 (2.37, 下 面 通过 对 i 的 归纳 法 我 们 要 证 明 , 对 所 有 的 0< 
i<j, 4 


(2.4) M psi < eM p.j + 一 一 一 一 M pus 


C 
Gi/ 


其 中 C 仅 依赖 于 p4. 对 于 i=l, TARU. 假定 这 论断 对 所 
ANi<k Mi, 我 们 要 对 于 7 = kt 1 证 明 它 也 成 立 .。 据 (2.3) 
有 . 


E C 
(2.5) M psk < 2 M » p41 -+ 7 M psk-19 


其 中 C; 用 以 记 仅 依赖 于 pok 的 常数 。 由 归纳 法 假设 


-Ca_ 
M pk- aLi Mmt - M pws 


把 它 代 入 (2.5) 我 们 得 到 
(2.6) Mon S eM pt + Mpa. 


即 对 于 i= ktl, i =k, (24) RX. | 
如 果 i< ky 则 据 (e = 6 的 ) 归纳 法 假定 和 Co 一 4 的 )(2.6) 
有 


Mpa SOM 十 M pvo 


C, 
8t- i) 


CB ,. C 
< 5AM pkt + |< + pan | M 5.0. 


取 5 一 (ROMEO, 4 一 QHD, HUE GA +1, (24) 的 


. IIl» 


immun e -ga u A 1 PH eT Ee tt AR A A AE ETRE a SRE E rap aan eon 


证 明 完 毕 . 
顾及 定义 (1.4) ,我 们 看 出 (2.1D) 是 (2.4) 的 结果 . 
引 理 3 ”对 于 任何 ea 之 0 和 非 负 整数 p, g, 7, H42 R 


们 都 有 : | 

(2.7) [Dic aa S Cl Ul gis atis 

(2.8) luv | praa S C2) tt| pal? | ger 

(2.9) lul pari S Cafu | pa-t + Codd | Dau | phras 


其 中 [a] 是 不 大 于 < 的 最 大 整数 ,而 Cx 均 为 仅 依赖 于 4a, p, 4 1 
的 常数 . 

其 证 明 是 简单 的 ,我 们 把 它 留 给 读者 . 

为 了 使 读者 进一步 熟悉 第 1 节 的 记号 ， 我 们 给 出 两 条 较 初 等 
的 引 理 ,虽然 往 后 并 不 用 它 ， 

引 理 4 设 为 马 中 的 半 立 方 体 , 它 以 了 点 为 顶 ， 楼 长 为 

r = dp/2(2 + 1)", 

那 末 对 于 任何 a > 0 和 整数 p 宇 0 有 


(2.10) r |u|? a S [ul Pri 
证 明 BM rlu ya 的 一 项 , 设 为 
(2.11) / rl x. b. dN | DiuCO) |, 


其 中 do,n 为 对 于 所 定义 的 do. HTF QEN, 因为 
r < (n + 1) = d, — (n + 1) rr <S dos 
又 因为 dow S dps 所 以 表达 式 (2.11) 小 于 或 等 于 
ue b. dpt | DiulQ)|. 

用 同样 方法 处 理 "|x| 多 . 中 其 他 各 项 ， 就 推出 不 等 式 (2.10). 

下 一 引 理 是 前 一 引 理 的 逆 命 题 . 

SIRS 假设 对 某 个 a 之 0 和 整数 p 之 0, 有 rlul》, 志 日， 
其 中 入 为 以 点 了 为 顶 , 楼 长 为 + = dp/2(n + 1)” REDE, P 
在 马 中 变化 ,而 互 为 常数 , 则 |e l Era EAP OFF EL 
(2.12) lal Pte S CH, 
其 中 <C MRT P A a, 
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证 明 对 于 任何 PED, 0O<i<[e], 有 
| rdp |Diu(P)| <H, 
其 中 dew 为 对 于 NN 所 定义 的 de. AY 
dewy = r = dp/2(n +1)”, 
我 们 得 到 
dptiti| Dig(P)| S H[2(n + 1)? Pt, 
对 于 PED 取 上 确 界 ,就 推出 不 等 式 
M pai jiu] < H[2(n 十 DEPTH, 
用 同样 方法 处 理 |u [oria 中 其 他 各 项 ， 就 完成 引 理 的 证 明 ， 
3. 辅助 定理 
在 这 一 节 里 六 是 一 个 以 为 顶 , 棱 长 为 4 的 固定 的 半 立 方 体 . 
K 记 种 种 仅 依赖 于 = 和 的 正 的 常数 ， 将 使 用 记号 
Howf[g] = l- u. b. 0 ER 
在 证 明 第 1 节 定 理 1 时 ， 决 定性 的 一 步 在 于 建立 下 列 辅助 定 
理 . 
定理 2 设 f 在 NN 内 Holder 连续 (指数 为 c)， 又 设 u, Dru, 
Diu FEN AWE Hilder 连续 的 (指数 为 a)， 最 后 , 设 * 满足 方程 


(3.1) Lou = Au 一 Žu, =f (在 Y 内 )， 


其 中 入 为 Laplace 算 子 > 8@?/6x?， 存 在 ( 仅 依赖 于 n 和 wa 的 ) 党 
WK, 使 对 于 i 二 0, 1， 2, Ti a(P, 0) <4 2 时 ,有 
(3.2) |Diu(P)| <d'K1. u. b. Jal + r- iKi. u. b. ifi 

+ d'**KHp yl fl = KI; 


a |D} u(P) ~ Diu(Q) | 2 一 /十 ca 
3.3 Ce 二 一 一 -一 一 一 一 一 一 KI; + Kd Ho,n 
(3.3) 1P, oy [f]. 


证 明 以 N, 记 顶 为 P, 楼 长 为 nd 的 半 立 方 体 ， 并 设 PCO) 
为 NN 内 的 三 次 连续 可 微 水 数 , 它 满 足 
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A _ 1 (OE Nin), 

34) KO =—1o (O € (N — Nsn)) 
和 和 
(3.5) |Dk&D?p(x, D| S Adak * (O<k +h <2), 
从 第 一 章 问题 1( 取 4 = Ny, ¢= 1/12) 中 的 构造 可 以 知道 这 样 
的 函数 存在 . 

i P = (4°, +P), B 记 入 的 下 底 ， 如 果 我 们 对 于 w(x, t) A 
plx, t) G(x — §,¢—7) 使 用 Green 恒等式 (1.8.4), 其 中 


(3.6) G(x — ët — Tt) = G(x, t; Ës T) 
= O p |Z E 
(2V =)" el Tan 


是 Lyu=0 的 伴随 方程 Liu=0 的 基本 解 WIS FEI, T) E Nise 
积分 后 我 们 立即 得 到 


(3.7) uE, r) = =|’, |, oC, Dies NGG — E, £ — rdrdi 


十 \" |, u(x, LIL plx, Ge — E, t — r)]dxdt 
= —Hy + Jo. 
我 们 首先 对 i = 2 来 证 明 (3.2) 和 (3.3). > 
(3.8) HC(Q) 一 DR， JQ) 一 Di， 其 中 2 一 (5 rT), 
我 们 有 
(3.9) Du(Q) = —H(Q) + J(Q). 
对 于 任何 到 P 的 距离 小 于 4/4 的 点 89, 我 们 从 估计 J=) 
开始 . | 
DI O WKI (Nsn 一 Ni) Nir <:<t}, 我 们 可 以 写成 


(3.10) J= | ules {As + DL pes 1) DIG E, 


t — T)]}dzdt. 
在 下 文中 我 们 需要 不 等 式 
(3.11) |DtDiG(x — ë, t—r)| 
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< K(r — £) OTRE exp -8 — E (0 < ; + j < 4), 
T— £ : 


直接 对 G 微分 并 利用 不 等 式 e 2 C(0 过 zt < 过 00)， 就 可 以 验 
证 这 个 不 等 式 Cm, e 为 任何 正 数 ,而 C 仅 依赖 于 mr 和 e). 
利用 (3.5),(3.11) 并 注意 到 (A, 十 DDG 一 0, 我 们 就 得 到 


1 
(3.12) [J| <KQ.u.b. ful) X a | (r — + 
N i=0 


把 最 后 那个 积分 分 解 为 |， 十 | . Hho 由 口中 所 有 满足 
| > 2 
lx — x| > 7 


的 点 Cx, 2) 组 成 ,而 Q = 2— Q.. 

利用 不 等 式 jz 一 | Sd/4 Cw, 1) € 8)， 然 后 作 代 换 z= 
d/r — t), 我们 得 到 
(3.13) lo < Kd” oe exp[—Kz] £ dz S a 
如 果 (x, t) EQ, BAt—i > 《4d/47 关 (回忆 起 dP, Q) < d/4), 
(3.14) 


K K 
|, < ott vol. Q, = age 


综合 (3,13), (3.14), M 3.12) 我 们 推出 
(3.15) [J| < Ka- *1. u. b. |æ l, 


在 (对 d(P, Q) < d/4 的 点 Q) hit H = ACO) 时 ， 我 们 要 用 
到 如 下 等 式 ; 


G16) H—=\"\ DG E, 1 Dlg, Dies) 
— p(E, TE, 1) ldxdt + [p(E, TCE, 7)] 
xD; PEZE — ë, 一 rdxat | = H, + H. 
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注意 ;用 散 度 定理 我 们 也 可 以 把 马里 面 的 那个 积分 写成 沿边 界 的 
积分 .从 第 一 章 第 3 节 的 结果 可 以 验证 (3.16). 事实 上 , 据 第 一 
章 第 3 节 定 理 4, 我 们 有 

H = y dt | [DGC 一 过，z 一 tT) lo, 2 )f(x, dx. 
如 果 写 成 p(x, DILER t) = [p(«, DEF t)— pl, TICE, T)] 十 
pë, TICE, T), 我 们 就 得 到 H = H, + HA), 其 中 

Hi = PE, DAE, o de | DICC — E, £ — ax. 


HF fe 1, 利用 第 一 章 第 3 节 定 理 3, 4, 就 推出 Hi 一 H. TÆ 
(3.16) 证 毕 . 

利用 (3.11) 和 不 等 式 
(3.17) {plx, fr, t) — ps DEE 7T)| < KC x — EI" 


+ |t—1l) How] +K (EE 4 Hol) 


d d’ 
x 1. u. b. {fl, 
我 们 可 以 估计 H: 
F — \—in+2)/2 le> El 
(3.18) |H,| <KHowlfl\"\_( t) ( 4 exp| AG — S| 


XL le — E|" + |t — r| ]dxdt 
r — —(n+2)/2 __ lx — &|? 
+K Cu b. DY Ga " exp| vos 
x a 4 = dxdt. 
d d’ 
在 第 一 个 积分 中 (对 每 个 固定 的 ;) 作 代 换 |x — El =pl — 2)™, 
FIK r — P< dW’, RRS Howl] 的 系数 不 超过 


(1 (7 C=O tO" pt Kg — 


YP Jo (t — poeta 


n- F dt 
X p”'dodt S K 一 一 一 一 一 一 
°C — 1)! 


问 样 地 ,我 们 得 到 1. u. b. |fi 的 系数 不 超过 天， 因此 有 


<K(t— P)” < Kd", 
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(3.i9) M} <Kd*Hy vif] + K l.u, b. |l. 
至 于 H, 如 以 dS, YE B AR OB 的 曲面 元 素 ,我 们 得 到 
(3.20) |E] <KC. u.b. TDA, ID:G(x 一 t — r)|dS,dt. 
N t JOB 


利用 (3.11) 和 对 于 x € OB 的 不 等 式 |x — E| > 34/4 (回忆 起 
a(P, Q) < 4/4), 然后 作 变换 2 一 d/r — 2), AX e= de- 
0) > 1, RIE 


t 
(3.21) (Ò, DGC — E, t — T) ldS,dt 
Jap 
ca g "+12 a 
< Ka” "2 一 -一 一 -3 expl —Kz]dz < K, 
B d"t! 


[Hl < K1. u.b. |f]. 
把 它 和 (3.19) 结 合 起 来 ,从 (3.16) 我 们 得 到 
(3.22) |\H| < Kd*Ho nlf] +K Lu. b. Ifl. 


M (3.22), (3.15) 和 (3.9) 就 推出 i = 2 的 不 等 式 (3.2)， 
i 一 2 的 (3.3) 的 证 明 写成 
(3.23) ge Pee) 一 2u( OQ) | < qe HCP) 一 H< 0) | 


a(P, 0)* d[P, Q) 
e J@)— ICQ)| _. 
+d a(R o oy Hi +d’, 


其 中 1(9)， H(9) 由 (3.10),(3.16) 令 O = G, 1) 而 给 出 ,我 们 着 
手 估 计 J. 

&P=(E, 7), O= (8, T) 是 方便 的 .于 是 和 一 所 t= +a’, 
ct, 利用 (3. D 并 注意 到 (A, + D,)DEG = 0, 我 们 得 到 


G24) I'l < gp gy KOy b la D{D) Gab. [DEel) 


x| [D2tiG(x—éE, t—r) — Dt'G(x—8', t—rt')|\dxdi 
2 


+ (ub. 1Dpl) |, [D2G(x — E, t — t) 


e ti7 59 


— DiG(x 一 二 :一 T)1dxdz 


+ >) l. u. b. [D3 gl) | [DH G(x — £, t — r)| dxdt 

+ (lub. Dpl)), D26 — E, £ — FD lava}. 
这 里 Q, 是 区 域 NaN aN E< z]， 而 9* 是 区 域 (Nw 一 
Ny) Nit <tr}. 

为 了 估计 积分 
(3.25) M = | |D2riG(x — E,t—7) 
— D4" G(x — Ft — t’)|dxdt, 
我 们 应 用 中 值 定理 就 得 到 
M < |, [|DBG(e—E,1—e) 1B — E'I 

+ |D2+iD,G(x 一 E,t— F)| (r — r )]dxdt, 
其 中 下 在 区 间 CE, ED 内 ,而 了 在 区 间 Cr, Tr) 内， 利用 (3.11), 然 
后 把 2, 拆 成 在 (3.12) 后 面 的 计算 中 那样 的 两 个 区 域 , 就 得 到 ( 比 
较 (3.13)) 

M < Klig—&'| + KO 一 工人 
di 


= =. 
既然 

IE — E'| <d(P, 0) <d/4,  r—1' <d(P, 0) 二 dj16， 
那么 就 有 | 
(3.26) M < “P29 K 


其 次 ,我 们 必须 估计 积分 
(3.27) M, = | [DitiGCx — E, t — r) |dedt. 


注意 到 当 s1) €O 时 有 [x 一 引 > 2/4 并 利用 (3.11), 我 们 得 
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M, < Ke | (7 — P TO exp -| at. 


如 作 代 换 z = d/G 一 £), 则 对 任何 u> 0(K RAF e) A 


n (2 十 ?二 站 12 K 1 
Mı < Ka | KL, 


4 grii expl—K,]& dz < = 
其 中 4 = d/a r). Rye = o/2 并 利用 


1 (TT) dR, 9” 
d" 


Axl d* 
我 们 得 到 
d(P, Q) K 

(3.28) MiS = Sr 

将 不 等 式 (3.26), (3.28) 代入 (3.24), 并 利用 (3.5) 我 们 得 到 
(3.29) J’ < Kd". u. b. izl. 

由 (3.23),《3.16) 所 定义 的 H 的 估计 ,我 们 可 以 写成 
(3.30) H SW, AW, +W, +W, 
其 中 

yw ad eke 

Wim oe ib oy | Ie | {IDG — §, +—7)] 


xfep(x， DEF t) 一 pls, TCE; v)] 
— [D}G(x — &',4— r) lox, t) fx, £) 


= p(s’, z )f(E'; r')I}dede > 
W = 


__ a 
d(P, 0) 


pë, rie, t)D; | ,| DG{x -一 Est -一 t)dxadt 


— pC’, TAE, DEN | DeGe — Ẹ', t — dredt |, 
a 
d(P, QO)" 
X [p(x, f(x, t) — (E> TE, 1) ]dxdt 


W, = 


| | oiGGe — #1— 7)] 


? 
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t)f(E, TIDs | | Ds G(x — Ë, 


o j, 
d(P, Q)* 
2 — Tt )dxdt |. 

为 了 估计 Ws, 我 们 利用 (3.11), (3.17), 然 后 作 代 换 |x 一 
E| = (r — 1) p HEE Tr <P, 0). 我 们 得 到 (比较 
(3.19) 的 推导 ) 
(3.31) W, < Ka*Hp,n[f] 十 Kl. u. b. ifi. 


为 了 估计 W,, 我 们 用 散 度 定理 把 在 B 上 的 积分 化 为 党 868 的 
积分 ,然后 利用 (对 于 *e OB 的 ) 不 等 式 ja - S| > d 和 代 换 z= 
d/r 一 七 ， 我 们 得 到 


(3.32) W,<KA. u. b. D 一 


œ | (m+1)/2 
f R ” 


i. oy 4 d 
X exp[—Kz] £ dz < K.u. b. |f|) 
z N 
d? 1 
— 一 -一 之 0), 
KP. oF ae (n> 0) 


其 中 A= d/l r) Wp = o/2 HARE r-r < de, 
OY 三 4d?/16， 我 们 得 到 


(3.33) W, < Kl.u. b. ifi. 

我 们 来 估计 Wa. 因为 ps, T) = ple, 7 ) = 1, 所 以 
(3.34) Wi, Wa + W 225 
其 中 

Wa = i@ oF a y b. AD De p | DiC(x 一 5， 


t — t)dxdi 一 of | DG(x — č', t — dxdt}, 


W n 一 iw i oy ——*____._ Hp, yi f ]d(P, 0) 


x | D; p | Pica — E, — r)drdt }, 
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Wa 中 最 后 的 那个 因子 和 (3.16) BH; 的 定义 中 最 后 那个 因子 是 相似 
的 , 所 以 可 利用 (3.21) 来 估计 . 因此 得 到 不 等 式 
(3.35) Wa SKd‘Hp lf, 
如 果 我 们 证 得 | 
(3.36) Wa SKi u.b, fl, 


BDAR EIA) (3.35) 03.34 RA 
(3.37) W, Kd*Hp,nlf] + Kl.u. b. Ifl. 

(3.36) 的 证 明 首先 考虑 特殊 情形 rz' 二 +。 据 中 值 定理 ， 
W 中 最 后 那个 因子 不 超过 | 
(338) Kls—#||,), IDCC — E, — 2) aS a, 
Sich E 在 区 间 E, ED 内 。 EBRE [x —E| > 3d/4 (x € OB), 
用 估计 出 (3.20) 中 的 积分 那样 的 方法 , 可 以 估计 这 个 积分 ,于 是 利 
H IE — E| = a(P, Q) <4/4, 就 得 到 不 等 式 (3.36). 

其 次 考虑 特殊 情形 5 一 5， 此 时 

d oa, E 
(339) Was g py Ce DÅ, do 
x [f dÈ  DeD,.G(x — 8, £ — o) |ds]. 

括号 里 的 积分 可 以 用 估计 (3.38), (3.20) 中 那些 积分 的 同 祥 方 
法 来 估计 ， 于 是 我 们 得 到 一 个 界 K/d. 把 它 代 入 (3.39) 并 利用 
r—r 一 d(P, OY <@#/16, 我们 又 得 到 不 等 式 3.36). 

最 后 ,如 果 把 W 的 最 后 那个 因子 写成 如 下 形式 

| De | |, DG(x — E, t — r)dxdt — Di, | DG(x 一 二， 

t— rdrd| 十 | p; |, | D:G(x — &,t— 7 )dxdt 


— Dy | ， DG(x — & ,tC— t dxdt | > 
并 利用 前 面 两 种 特殊 情形 的 结果 ， 就 可 以 推出 一 般 情况 下 (3.36) 
AY EAH. 
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为 了 完成 H 的 估计 ， 还 要 考虑 Wi. 这 比 以 前 对 W: 考虑 的 
要 多 得 多 , 不 过 , 一 旦 完成 了 对 W; 的 估计 ,定理 2 的 证 明 就 容易 
完成 了 ， 

对 WV, 的 售 计 WA GID 我 们 把 W, DRAM, 


(3.40) W, < V: + V3 十 V; 十 Vs 
其 中 
pri 
y 一 一 K -一 
a(P; Q)" 


x ("| IDG — Be r) = DIGG 一 和 r’)| 
lea — D le = El t—t 
x [de= Ete DH, wif + (EL ) 


X1. u. b. HH |arar, 


d” 下 7 一 本 。 
V,=—=K -~ | | D2G — FP yt tT )d 4 
2 dP, 0)” ,0 g E (x 6 dx 


x [Clg = ele + Cr — eHow 


+ (HEEL +S) tas lil], 


d“ 


mK gF rah PETET] 
x KE — | 十 (Cr 一 为 ”ev 
xz 一 | T—t 
十 [一 十 a Ji u. b. ijl |axae, 
— d o : z” 2, 一 ë’ 一 T 
v= K Tep, zy) G(x $+ | 


x [Qa = p1 Cr Howl fl 


lezl ot 
+ ( ar: \ iub. jl |dzaz, 
这 里 1 = 4CP，97) /4， | 
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利用 (3.11) 并 作 代 换 |r — El = Cr — i) p, BIBS V 中 
Hop,r[f] 的 系数 不 超过 
d” | | (r — i) +r — 1)? 


K 
d(P, Oo) r’—nJo G _ g) P+D 
X exp[ —Kp](r — t)” o” tdpodt < K jE oF 
a 7 
x\" (payer tp, oye” TEA 
类 似 地 我 们 得 到 了: 中 lu. b.|f| 的 系数 不 超过 玉 ， 因 此 
(3.41) V, < Kd*Hp,[f] +K l.u. b. |f]. 
同样 ,我 们 有 
(3.42) V, < Ka Honlf] + Kl u.b. |f]. 


利用 散 度 定 理 和 (3.21) 中 类 似 的 计算 , 我 们 得 到 V: 中 的 积分 
不 超过 天 。 因 此 ， 
(3.43) Va < Kd’Hpn[f] + K 1. u. b. Ifl. 
剩 下 要 估计 Vi. 为 简单 计 ， 首 先 考虑 特殊 情形 z 一 z。 设 
V, = Vii 十 Vias 其 中 Via 为 V, 中 Heop,Nn[f] 的 系数 ,而 Via AV, 中 
lu. b. | 有 | R. WR t HRK CE, E) 中 的 变 点 , 则 
Va S K 一 -一 一 
d(P, Q)" 
xflz 一 5 十 (人 r 一 站 2 十 1 一直]dr 
利用 (3.11) HERH |e 一 $1 = (Cr 一 2), 我 们 得 到 


KOG ID GC — č, + — T)| 


a jf 1 It — Ele 
GAD Pa SE IP, OF |; (Gem va ) 
xat | < Kd, 
同样 地 可 以 估计 Va. FERIA 
(3.45) V, S Kd'Hp nll + K 1. u. b. Il. 


其 次 我 们 考虑 特殊 情形 所 二 二 ,并 如 前 把 V, 拆 成 Va +V 
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写成 
Vn Sk ON" dj， at) IDD,G(x — E, £ — 0)| 


X[]r — E| + (o — t)” + (r — o)” ldx. 
利用 (3.11) 并 作 代 换 |r 一 5| = G oo) le 就 可 以 象 前 一 情形 那 
样 进 行 下 去 .我 们 得 到 Va 委 Ka。 同 样 地 处 理 Vi 于 是 推出 
(3.45), 
对 于 一 般 情形 ,我 们 把 V 分 成 Va + Va 得 到 
Vick jE ee | |DIG(e# — E, 1—1) 
— D}G(x — E, 1-7’) Ex E|“ + 1) dxdt 


a (ree Er 
K ace oye \p h (DIC 一生 一品 
一 DBG(x—é' 44 — T) le — E'it Cr 一 ti" dxdt 
dr (toa Cle Err 
K iP. Os | (DIG Er) 
— D}G(x — E',t—1’) | dxdt[ |\E— E |°4+(r--7')*]. 
前 两 项 可 由 前 两 种 特殊 情形 估计 ,最 后 那 一 项 不 超过 
faf al, [Die — t, t — r’) ldr |. 


利用 (3.11) 并 作 代 换 |x 一 5 一 (7 一?p， 我 们 发 现 最 后 那个 
式 子 不 超过 


Kd* 


Kd* 


E dt | < Kd ET El < Ke. 
"2 d(P, Q) 
于 是 就 证 明了 Va < Kd, x[ 力 。 类 似 地 估计 VV，， 从 而 建立 
(3.45), 
ERE (3.45), (3.41) —G.43) 并 利用 (3.40) 我 们 得 到 
(3.46) Wi<Ka"Hp vf] + Ka*Hovlf] +K L u. b. HE 


把 (3.46) A (3.37), (3.33), (3.31) 综合 起 来 就 得 到 互 的 佑 
计 ( 见 (3.30)) , 而 当 我 们 把 这 个 估计 式 和 3.29), (3.23) 综合 起 
来 时 ,就 完成 = 2 时 《3.3) 的 证 明 ， 
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于 是 对 于 i 一 2 的 情形 我 们 证 明了 (3.2) 和 (3.3). 为 了 对 于 
i 一 0, 1 证 明 这 些 不 等 式 ,我们 把 Di 作用 于 (3.7) 的 两 边 ,然后 按 
照 以 前 对 于 i 一 2 的 证 明 那 样 逐步 进行 下 去 . 其 细节 留 给 读者 . 
我 们 把 定理 2 推广 到 方程 


(3.47) >} mw — 24 my 
来 结束 本 节 ,其 中 aij 为 常数 ， CA < Ris 且 对 于 任何 实 矢 量 3 A 


(3.48) > aij& :€; = kalé |? (k: > 0). 


i, j=l 


定理 2 如 果 方 程 (3.1) 由 方程 (3.47) 代替 ,但 现在 不 等 式 
(3.2), (3.3) ARR K RMT ko ko n 和 则 定理 2 仍 为 真 . 

现在 如 果 把 G(x — E, t — r) 定义 为 

det( a) )U2 af a(x; — i) Ce — Ej 

Ec ee = 
CCa) X Can) 的 道 矩 阵 ) 则 定理 2 的 证 明和 定理 2 的 证 明 是 类 似 
的 .以 某 个 天 代替 (指数 中 的 ) 1/5 时 ,不 等 式 (3.11) 还 是 成 立 的 . 
假如 以 DajO?/0x,0x; 代替 Ax, 所 有 其 他 计算 还 是 一 样 的 . 
4. 内 估计 的 推导 

在 这 一 节 里 ,我 们 要 证 明 第 1 节 定 理 1. 它 可 从 第 2 市 引 理 2 
推出 ,但 只 要 证 明 | 


(4.1) M = Mogolu} <K(.u.b lul + [fl2.), 
(4.2) M; = Mo,isal a] < KQ. u. b. lul t+ [flaza 
(i= 0,1, 2) 


就 够 了 ， 令 Moni = Moilul, Moite = Moitalx]。 不 失 一 般 性 ， 
可 以 假定 Moss Mosta 都 是 有 限 的 ,否则 我 们 可 以 用 和 引 理 2 证 明 . 
中 的 第 一 段 同样 的 推理 ,首先 在 D. 中 建立 不 等 式 (4.1),《4.2), 然 
后 让 e > 0. 

因为 M 有 限 ,于 是 在 在 点 Pe D 和 导数 Di, 使 得 
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(4.3) = M < d| DulP)|. 
AN AL PAM RRK 1dr WELD, EP 4< 1/2(n+1)™”, 
其 值 将 在 下 文 进 一 hin mm 1 ) 写 成 如 下 形式 : | 


(4.4) daii(P) 5 二 — 2u == Dla; P) 一 ajj(O)] Ox,Ox; 


一 316;CQ) a — c(Q)u + f(O) = F(Q) 
(Q = Cx, t))> 
由 定理 2', 我 们 得 到 
(4.5) |Diu(P)| < Kd ?1.u.,b. |u| + Kl.u.b. | F| 
+ Kd"H>n[F] =KI, 

后 面 我 们 要 用 到 不 等 式 
(4.6) Hop,nl gh] < | gC(P)| Hp,NCh) 十 (1. u. b. \4\)Hewl el. 

为 了 估计 I, 首先 我 们 注意 到 
(4.7) dl1.u.b. lul] < 1 al. u. b. jul. 

由 定义 (1.4) 一 (1.7) 和 假定 (1.8) 并 注意 到 do SL 
a(n +1)? ]d; > dp/2(OEN), 我 们 得 到 


(4.8) Lub. |F] <Lu.b. | 
N N 


c | |z| 


+ >| a; P) 一 a;(Q)| 5. an 


T 


< Kd;?(lflaa + lu thou) + K Hin dM 


< Kdp’{|flaa + lulos + AM}. 
利用 (1.4) 一 (1.8) 以 及 规则 (4.6), 我 们 有 
(4.9) A°Hp,n[ E] < Kd"dp?*|f le + Kd*{ | 6,(P) | Hpi Deu] 
+ | c(P) [Hp,nlu]} 十 Kd"{ Hp,Nl aiil(l.u.b. | D2u|) 


+ DS Hp, nlk]. i b.|D,«|) + Hpwle]Q.u. b.|a{)} 
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I 、 
< Kid’ | fiza + Katdt > diHp,w[Diu] 
*=0 


+ Kitd;’| u | 02e 
因为 Hep,n[ Diu] < Kdp’ "M o,itas 所 以 有 


i 
(4.10) 4° Hp wl FJ] S Katds"} |flae + |u [o2 十 之 M oita l, 


把 不 等 式 (4.7), (4.8), (4.10) RA (4.5) 的 右边 ， 我 们 得 到 


(4.11) dpl < Ka julo + Ki fla. + Kilelon 
+ Ki°(M + M, + M3). 

据 (2.3) ,因为 对 任何 e€ > 0 

(4.12) o lula SoM +Ê lulos 


其 中 C 不 依赖 于 e。 取 se 一 1*， 从 (4.11) 和 (4.5) 我 们 得 到 
(4.13) d>| Dzu(P)| < dbl < Kl |\ulo + Kl flo 
| + KA°(M + MI 十 Mi). 

把 它 代 人 (4.3) 就 有 
(4.14) M < Ka |u|, + Klflss 十 KGCMNM + My + Mi). 

现在 我 们 推导 M, 的 界 . 从 M; 开始. 因为 Mi 为 有 限 , 于 是 
在 D 内 存在 两 点 P, 8 以 及 导数 Di, 使 得 

| 2+a _|Diu(P) — Dru) 

(4.15) = Mi< dis tit ee 
可 以 假定 己 的 坐标 大 于 或 等 于 2 的 上 坐标， 

有 了 两 种 情形 ; 

(a) d(P, Q) 之 1dppo14(2 + 1)”. 于是， 
(4.16) M;,<Kd}a-*|Diu(P)| + Kdja~*|Dia(Q)| 

< Ki™“°M, 和 | 

(b) d(P, Q)<Adpo/4(n+1)”. FEE, d(P, Q) < Xdp/4(n 
+1)", ENXUPHATWA BRA Adr 的 半 立 方 体 . 在 第 3 节 定 
理 2 HA d = Xdp/(n + 1) 并 将 之 应 用 于 方程 (4.4) ,我们 得 到 


YY 


= + om AAA rn etme He Sade asm ge aai A Te pa R PE EA SPP aS eA 下- 时 


a |Diu(P) 一 Diu O)| =< g a 1 
(4.17) d 1E, oy < KI + KdHo,nl F]. 
因为 在 《4.13) 中 已 经 估计 了 7， 剩 下 要 估计 Howl Fl RUT 
(4.9) 和 (4.10) 我 们 得 到 
(4.18) 4Hon[F] <S Kid3*| [Flaa + laloz + > Moise 


+ Kd*>)|a,(P) — aj(O)| Howl Dix]. 
右边 最 后 的 一 项 不 超过 
Kd*dpgd(P, O)*Ho,n[ Diu] < Ki*Hyo,n[Diu] < Ki"d3"M}, 
ERA (4.18), 我 们 就 得 到 drHo,w[F] 的 界 . 利用 这 个 界 和 
(4.13), 从 (4.15)(4.17) 我 们 得 到 
(4.19) M; < KA "dtl + Ki dpd°Ho,n[ F] 
< 天 1 |ulo 十 KA “| 用 2 
+ K(M 十 M 十 Mi) 十 天 <M:。 
用 推导 (4.16), (4.19) 的 方法 也 可 证 明 , 如果; 一 0,1, 那么 


或 者 (情形 (4)) 

(4.20) | M; < KAIM nis 

或 者 (情形 (4)) 

(4.21) M; < KA ulo + Ka?-**| fl. 


+ KA I(M + Mo + Mi) + KYM. 
因此 , M; 就 不 超过 (4.20) 和 (4.21) 右 边 的 和 .其 次 , 取 ( 仪 依赖 于 
KK 的 )4 充分 小 ,我 们 得 到 
(4.22) Mo + Mi KA" ulo + KA |f) za 
+ KAM + Ka't*M, + KA Mo 

把 它 代 入 (4.19), 取 ( 仅 与 K 有 关 的 ) 4 充分 小 , 即 可 得 到 
(4.23) Mi & KA?" u| + KA |flae. + KM + KA Mo 

现在 ， 容 易 完 成 本 定理 的 证 明 . BRE, 关于 情形 (a), 将 
《4.14),《4.22) 加 起 来 , 其 中 (4.22) 右 边 的 M2 可 以 应 用 (4.16) 得 到 
它 的 估计 ,我 们 得 到 | 
(4.24) M+ Mit M, S Ka ul + Kl 
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+ Ka"(M + Mi + Mi) + KAMaa. 
Ha fÈ K1 <14, 然后 利用 引 理 2 就 推断 出 (对 于 现 已 固定 的 2) 


KAM < = M+Clul, (C= CC(K)). 


从 (4.24) 我 们 得 到 
(4.25) M + M+ M'<KIul, + Klflace 
据 (4.16), 因为 M 有 类 似 的 界 , 于 是 对 情形 (Co) 定理 证 明 完 毕 ， 

对 于 情形 (5), 把 (4.23) 代 入 (4.22) ,我 们 得 到 

M + M} < KA", ulo + KA] floe + KAM + KA "Mo. 
把 这 个 不 等 式 和 (4.14) 综 合 起 来 ,我 们 得 到 
M + Mi + M’'< Ki ul, + Kl flac 
+ Ki°(M + My + Mi) + KA Mo. 

因为 这 个 不 等 式 与 (4.24) 相同 , 所 以 ,如 上 可 推出 不 等 式 (4.25). 
M (4.23) 我 们 还 得 到 所 需要 的 M; WAR. 于 是 第 1 节 定 理 1 证 
HE, 
5 基本 引 理 

FESS 65 7 节 推 导 边 界 估 计时 ,要 用 到 类 似 干 在 第 3, 4 ES 
内 估计 时 所 用 的 那些 计算 结果 ,还 要 用 到 的 一 个 辅助 引 理 ,在 本 闻 
中 给 以 交代 . 

设 R 记 区 间 —1<r <1, S$ = S) WEE ~Ir <l, 
O<r<r, 设 | 

, (tC (x — EY 
(5.1) Vj(x, t; §, r) = [| 
V,= V, 


显然 。 对 某 个 常数 C, 有 

(5.2) Ea Vas 瑟瑟 可 | < Cle — EIV #5 §, 7), 

6D | SVG. 58 四 | < cl — EUV z & 2) 
+ CVA es t; Ex 1). 
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以 及 
k 

(5.4) bet ba A 
其 中 C RF ksj. 

设 1 为 5S 的 闭 包 5 上 的 Holder 连续 函数 (指数 为 a), BU 

(f(x, 2) — fr’, r’) 
(5.5) iG Fle < Alf] < co 
((x, ES, C's £) ES), 

Hh HIJ] Æ f 的 Holder AR. 

在 这 一 证 ,4 记 种 种 仅 依赖 于 co 的 正 的 常数 。 

本 贡 主 要 是 证 实 以 下 的 引 理 . 

引 理 6 。 如 果 f(+1, 0) 一 0， 则 函数 


(5.6) vLE, r) = | | V(x, t; Š, r)fCx, t)dxdt 
对 于 所 有 的 Cre S, Er'es 满足 Hilder 条 件 
|vr(E, T) vlè’, T')| 
5.7 一 一 一 全 一 一 一 3 人 < AHF], 
Dri A 
其 中 v, = Dy/ ðr., 


证 明 ”首先 考虑 特殊 情形 * 一 *。 我 们 可 以 假定 5 ee, 
只 要 就 
(5.8) on PoE] 
证 明 (5.7) 就 够 了 . 事实 上 ,对 于 一 1 一 引 < 委 0 的 情形 ,在 (5.6) 
中 作 变 换 E> 一 8， x 一 一 *， 并 更 换 纪 和 二 的 作用 ， 就 可 化 为 前 
面 的 情形 ， 写 成 
v-(&, T) — o,Cé’, T) = [vE r) — 9,0, 7)] 
+ [v,(0, r) — vC, 0)] 
并 利用 前 两 种 情形 就 推出 一 1 过 二 0 二 二 1 的 情形 . 
从 第 一 章 定理 5 的 论断 (1.3.27), 当 限 定 于 oj = bjs n=l 
的 范围 时 我 们 立即 得 到 
(5.9) v,(é, T) = —f(é, r) 一 w,(é, r) + wk, r), 
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其 中 
(5.10) wg r= ES V(+1, £ Es 7)| KE, Dde, 


GID wE r=\l [Ere as o| 


X [fCx, t) — f(E, 1) ]drdt. 
BES w., $ r= (E — EY, B, = S, — S., Œ r 一 
r<0, 则 Br = S-)， 我 们 可 以 写成 
《5.12) wk, rz) 一 mo 人 er 一 了 一 了 十] 一 了 ， 
其 中 
J=], D= jl -2 
一 (é, t)]dxdz, 
J, = JCE’, r), 
J, = f BE- Vx, t8, 7) - ve, t; &, r)| 
X [fCx, » — ÍC, Diasa, 
n=\\ [3 Bes Ves n 8's £) |E, D — 1G Dade, 


ae V(x, t; Ë, | [f(x, 2) 


利用 (5.4) 并 作 代 换 |x 一 Ej 一 (rz 一 p, RTI 
EA 


< aH g n < AHI. 
由 7 的 定义 有 
6.13) Jil SAHIH CG — E 
同样 地 ， 
(5.14) PA 
为 了 估计 Iss 利用 (5.4) 和 关系 (g 一 9:V/685) 
(5.15) eE) — eE 一 | eae, 
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找 们 得 到 
TAES anif ash Vile, 2t; C, 2r) |e — El*dede, 


利用 不 等 式 |r — El < |r — ileti — l 并 作 代 换 |x 一 51= 
(r 一 +)”p, RIIE 


i < aaf at)” ee 


+ AHİ] | G -gya |" Gop 


— 1)??? 


< amills, + ante] |) SEX ae, 


r y €702 ya 
因此 ， 
(5.16) |Js| < AHIPICE — E 
立刻 看 出 ,并 不 需要 估计 Ja 


回 到 wi, 我 们 可 以 写成 
(5.17) w(ë, T) 一 zt， T) = K, + K, + K3, 
其 中 


k= D+ los VCH1, 2; A E's r) 
xflé, t)dt, 
-5f 8 yea ts 8, 7) |UE D — 1's Dae 
= 二 BE —-15 #5 ? > 9 > 


T—Y 


ro 
一 三 + [总 | KE, 1) ] dt. 


注意 到 在 J, HAT 一 8/6x; 代替 8165 ， 然 后 对 * 积分 ， 我 
们 得 到 关系 式 
(5.18) K, + J,= 0. 

剩 下 估计 Ki, Ki. $85.2), 


[Ky SAMUEL — SV ACE, 85 g's AE Ede, 
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作 代 换 z 一 〈 士 1 一 5?/(z 一 t), RINSE 


[Kl < AHL] — E| aep] -2 aes. 


因此 | 
(5,19) |K,| < AHI — &)*. 
为 了 估计 Ki, 把 它 写 成 
(5.20) Ki =L, +L, 
其 中 
=] ð 0 , 
L, = Se ES VC41, z; &, r) — gp VEL, t; E's r) | 


Xx[f(8, 2) — fCH1, 2) ]d, 
L, = S| lo VC+1, z; §, 7) 一 oe VCH1, 4; ë’, r) | 


XfC41, 24) de. 
在 (5.15) 中 令 g = 87185, 再 利用 (5.4) ,我 们 得 到 
[Li] < AML AID)" do)” V+1, 265 b, 2) +1 — El ae. 
利用 不 等 式 | 土 1 一 1" 志 | 土 1 — ole + (Ee E HERK z= 
( 土 1 一 6)/(z 一 力 ， 可 得 不 等 式 


1 Care 
LIS an|, soa + | dl, 


AAE ES |l t (这 里 我 们 使 用 (5.8)) ,我 们 得 到 
(5.21) | L| SAHI — Ey. 

为 了 估计 La, RATS |H R 
(KED (O<t<1) 


gs(2) 一 (一 co cre 0). 


于 是 
(5.22) L, 一 | le V(£1,¢: Er) 
一 gels E’, r)| LeaCe) — ga(v) ldi 


+ 133 ¢ 


+ Bte@)| [Ovi 6&2) 
_ oO . = 
BE’ V(+1, 15 8's r) [ae La + Lu. 
容易 验证 
(5.23) La = 0, 
AKE, La 的 那个 积分 等 于 


E r 8 
ie o VC41, z; ,r)dt 


E t 
一 一 | a Ê (+1, t; č, r)de 
5’ ~o Of 


= 一 人 lim [VC( 土 1， t; > tT)]s ‘dt 一 Q, 
为 了 估计 Lz, 我 们 利用 f(£1,0) 一 0 的 假定 ， 由 此 推 知 
gale) 不 仅 是 连续 函数 , 而 且 对 于 —o<t <1 还 是 Holder 连续 
的 (指数 为 x)， 由 此 和 (5.4), 就 得 到 


\Lal <AHUFAIZ|" ath VEL, 265 5, 2) — Hae, 
作 代 换 = = (41 一 “7/(z 一 就 有 


|Lal < AHINE) | +1 — gitat < AHIHI — E). 


把 它 和 (5.23), (5.22) 综合 起 来 ,我 们 得 到 
《5.24 ) |L,| < AH[fICE — EY. 

MA (5.24), (5.21), (5.20) 和 (5.19) 推出 

| K, + K3! < AHIf](E ~ EY. 

把 这 个 不 等 式 和 (5.18);,(5.17),(5.16),(5.14);(5.13),(5.12) 以 及 
(5.9) 统统 综合 起 来 ， 就 完成 了 在 r =r 情况 下 (5.7) 的 证 明 . 

WR E 一 如 ,一 vv, 我们 利用 可 从 (1.3.27) 推 晶 的 vt 的 表达 
式 : 
(5.25) or 全 可 一 一 2 千林 十 | Vx, 05 E, fxs ds 
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+ resso 


X [flx, 2) — fla, tT)]dxrdz, 
然后 以 如 下 方法 着 手 估计 vlr) 一 vulë r). & 


wE) | [Eres] 
xT, 2) — f(x, 1) ]dxde, 


w(ë, 7’) = i 7 iI. + JP -sz 


一 WCE, T ) + wal, r’). 
把 wË, rT) 一 wals T) 分 成 类 似 于 (5. 12) 的 四 项 .同样 地 , 把 
| V(x, 0; E, rf(x, Tt)dx 一 | Vx, 0; & 7’)f(x, r’ dx | 
分 成 两 个 差 (类 似 于 7 = 0 的 (5.17)), 并 和 前 面 的 证 明 类 似 地 进 
TFE. wa 可 直接 由 | 
AHL — 2)” 
估计 ， 其 细节 留 给 读者 ， 
在 r 一 r+' 和 8 一 这 两 种 特殊 情况 证 明了 (5.7) 之 后 , RM 
可 立即 推出 一 般 情 况 的 证 明 . 
现在 我 们 把 引 理 6 推广 到 ” 维 的 情况 . WR EP: 
Bi < x; < Bi Ci=1,+++, 2). 
&S,=RX (0,7), S= S. 以 6R。 记 集合 
{(x, £); £n = EBn, t= 0, —p; < 4; <8; 
Ci=1,-++,2—1)}. 
假定 f(x, t) 在 5 上 Halder g ERA a), HE 


_ @—-1” _]e— l? 
(5.26) G(x, t; Esr) (2 x Soon amet 


(¢< 7), 
5i 6 BREE OR, 上 f(x, 1) = 0, 4 AR 


(527) Wk, r) = | | Gx, t; E, tx, dxdt. 
设 六 为 5 的 任意 子 域 , 它 的 每 个 极限 后 或 者 在 5 内 ,或 者 在 5 的 蘑 
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一 个 (n 维 ) FL, 或 者 在 OR, Ls REER, X {t= 1} 上. 
WAFER TF n, as NAIB: WIERA, 使 得 对 于 所 有 的 
ETEN, (5',7')EN，, 有 
vE T) — v6 TY) 一 
(5.28) Gio Fale yA < A'H[f]. 
TE 考虑 rv" = r ORR. 一 个 类 似 于 《5.9) 的 式 
FTR. HE w; 是 下 面 的 积分 


Ww, 一 | [Lace t; £, Tt)][fCx, t) 一 KEF t)ldrdt, 


其 中 As 是 Laplace BF. RAV MARR LATE wE, T) 一 wt’, 
T) 分 成 四 项 来 处 理 . w h 2n 个 边界 积分 组 成 ， 它 们 都 是 在 sA 
边界 的 2n 个 面 上 取 的 . 5.17) 那样 ， 我 们 可 以 把 w.(#, 7) 一 
zi r) 分 成 三 项 ,于 是 关系 式 (5.18) 有 效 ， K: 也 可 以 象 上 面 那 
样 处 理 . 我 们 继续 估计 Ki. 首先 注意 到 ， 对 于 K 中 任何 一 个 在 
xi = EEG <n) 面 上 所 取 的 边界 积分 ,入 的 点 到 这 个 面 上 的 点 的 
距离 总 是 有 界 的 ,于 是 立即 可 得 到 这 些 积分 所 期 望 的 估计. 注意 ， 
所 得 到 的 估 界 含有 lu. b. Ifl BÆKKE OR, E fj 一 0， 所 以 
lu. b. |f| < (E + DUHU). KFAR K 中 的 在 r= Ee, 
面 上 的 那些 边界 积分 ， 以 Ku 记 K 中 包含 这 些 积分 的 那 两 项 的 

类 似 于 (5.20) HIF Kus 就 可 以 象 以 前 那样 处 理 L,。 类 似 于 
(5.22) 那样 拆 开 La 并 利用 在 BR。 上 f= 0， 就 可 以 象 以 前 那样 
估计 La. 

为 了 孝感 Lo 首先 假定 f 二 1. 可 以 假定 仅 对 一 个 i, 有 E 
Šis E E; < §;. 如 果 i =n, I 则 Ly 是 和 tls, 其 中 


En T 
l4 = ie dt, | È a GCx>° ” ”3 ris’ TB as t5 


Šis 8% 5 Eni One a |an ‘drxn-i 


X dee + sdxn is 
相应 于 OG/de 的 那个 积分 为 零 Cla 2 = 1 的 情形 ), 而 相应 于 
G/A Sin 一 1) 的 每 一 个 积分 ,我 们 可 以 把 它 又 写成 在 
x= tp; 上 的 边 押 积分 之 差 , 因 此 立刻 可 推出 所 需要 的 人 务 . 
如 有 果 恰 好 对 于 G< an) BEE, Wj L= Btls, AH 


Ži r OG 
Ix = 一 [Es dt; | accor de |z, . *AXn—16 


《利用 8G/162 = 一 9G/8x;) 对 x; 积分 ,我 们 就 把 这 个 积分 变换 为 
TE x; = 土 8; 面 上 的 边界 积分 之 差 , 从 而 推出 所 和 需要 的 界 . 
MA El, 则 可 把 La 中 的 f 写成 如 下 形式 : 
(5.29) [IE +pBs, r) — ECE, 8n, TI + 1(E, 8a r), 
其 中 > 《xi，- ta Xn-1)> E = CE, “" "5 Eni). Lo 的 含有 f(E, 
Sas T) 的 那些 项 可 由 前 面 特殊 情形 来 估计 .于 是 剩 下 估计 相应 
于 (5.29) 插 号 中 表达 式 的 那些 积分 ， 我 们 把 对 : 的 积分 拆 成 
Eh 
其 中 7 一 |# 一 外。 利用 中 值 定理 我 们 发 现 ,相应 于 | ， 的 那个 
对 CF, 2) 的 积分 不 超过 
AHINI — &| | | (r 一 六 -eta 


X exp [一 二 | \z — E|“dzde, 


这 里 4; 用 来 表示 仅 与 a, oa, p 有 关 的 常数 ，5 是 区 间 E, E) 中 
某 个 点 ， 而 dx 一 dx1*……dx。。 利用 不 等 式 |x —F| < |x l+ 
1 一 | 就 不 难 发 现 最 后 那个 式 子 不 超过 AHNE 一 gle 


至 于 相应 于 |”, 的 那个 对 E D 的 积分 ,分 别 估计 


T 
T 


| E GCE, 8a t; E, r) 


-Y 
= T n 


x [fx, Ens T) — ICE, Bas T) dra 
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(5.30) | | ae G(X, EBn t, E, 7) 


Xx[f(x, EBn T) 一 fC, Ba» v) dx de 
MET. 不 难看 出 ,第 一 个 积分 不 超过 


(5.31) A;H[f] | a = A H[f E — Ele. 


Ir-r (r — t) (2 一 cjJ72 
如 果 在 第 二 个 积分 的 括号 中 以 R E, 我 们 就 得 到 (5.31) 那样 的 
界 . 因此 剩 下 还 要 估计 在 (5.30) 中 以 E, 8a 7)— iE, + 
8n T) 代替 括号 内 的 式 子 的 积分 . 我 们 得 到 这 个 积分 的 界 为 : 


EA 一 及 -oa 


xep EAE a \azae} ie’ EN 


<Aditf]{\ 148. EC D 
+ — En) , o 
x exp | <P £22") ae} a’ — al, 
作 代 换 z = (48, 一 EY / C0 一 2), 我 们 得 到 界 AHUINE—S EI. 
从 而, |La) 不 超过 AHLIE 一 1",， 证 毕 ， 
我 们 叙述 引 理 6' 的 下 列 推论 供 以 后 查阅 . 
引 理 6” ”以 8R 记 S 的 下 底 的 所 有 (x 一 1) 维 开 面 的 并 
集 ,假定 f ES E Hilder 连续 (指数 为 a), HOR 上 f 一 0. 设 N 
为 $ 的 任何 子 域 ,使 得 它 的 每 个 极限 点 或 者 在 5 内 ,或 者 在 5S 的 某 
一 个 4+ 维 开 面 上 , 或 者 在 8R 上 ,或 者 在 GR x {t= 1} LE. 那 
么 (5.27) 所 定义 的 函数 oE, r) 对 所 有 的 (E, TIEN, (8, EN 
满足 (5.28), 其 中 4’ 为 只 与 ny ac N 以 及 ming;, maxf; 有 关 的 常 
数 . | 
通过 把 六 分 成 能 使 引 理 6' 得 以 应 用 的 若干 个 集合 (适当 的 x 
充当 x, 的 角色 )， 就 得 到 本 引 理 的 证 明 . 4 通过 依赖 于 mig: 
和 max6; 而 依赖 于 8; 这 一 事实 可 从 引 理 6 的 证 明 推 出 ， 
6. 边界 估计 的 辅助 定理 . 
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T Mo SURFER Fe 0 8 A tre HAI 


Be = (Eit En) 是 一 固定 的 点 ,8B 记 ? ARE: 
—dSx,—&<d G=1,---,n—-1), 
—d SK rn — ëS d, 
N: 记 和 集合 B x {0<r<r}. 我们 总 是 取 
dd, TAPSA 
并 且 令 N=Ne. WEE 2 具有 同一 性 质 的 下 列 定理 在 下 一 市 推 
导 边 界 估 计时 将 起 决定 性 的 作用 ， 
定理 3 设 f(r, D ZENW Holder 连续 (指数 为 a), 而 zs 
D,u, Diu 及 Du 为 N 内 的 Holder 连续 函数 (指数 a), 假定 (3.1) 
在 入 内 成 立 , * 在 入 的 两 个 面 x, 一 4 和 + 一 0. 上 为 零 ， PARE 
RMT 9 和 的 常数 kK, 使 得 
(6.1) |Diu(P)| <@°K lu. b. |u| +K]. u. b. İf] 
十 d@'**KH, y[f] = KI, 


a |D} u(P) Dul O)| 2~-ita 
6.2 dt poe KI + Ka H[fl, 
(62) aP, 9)" | 


(:=0, 1,2 d(P, Q) <<, QEN), 


其 中 P= (8, z)， 而 五 [ 力 为 了 在 六 中 的 Holder 系数 (指数 为 
a). 

| 注意 ,(6.2) 的 右边 和 (3.3) 的 右边 并 不 一 样 , 因 为 现在 是 HLJ] 
BAT Ho,x[fj. | 

证 明 ”我 们 仍 沿 用 第 3 节 的 记号 .对 函数 x《x, 2) 和 p(x， 
t) G(x, ts Ë, T) 利用 Green 恒等式 (1.8.4), 其 中 
(6.3) G(x, t; Es cv) = G(x, t; E, r) — G(x, t; E's r), 
这 里 G 由 (5.26) EXM E = CE - +> En) H 

E=& U<ic<n-—-1), §& = 2d — Ën 

定义 ， 注意 到 在 x, =d LG, t; Er) HE, aed Ble = 
0 ke 为 去 我 们 立即 得 到 


(6.4) ul, )=-| Plas Dile 2)GCx, t; E, rdx dt 
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SE ARES HS Pe HAL rm aro TS A aR em r-t- r- a . 


ft P — 
十 } | u(x, DLL p(x, i G(x, t, E, 7) ]dxdt 
0 


= — A + Jas 


Ho Jo 类 似 于 第 3 节 的 Ho Jo. 

”注意 , G 及 其 导数 与 G 及 其 导数 满足 同样 的 不 等 式 (3.11). 
HERS eC BIN | E| l gl BEARRIK. R 
们 把 这 些 不 等 式 写 下 来 供 以 后 查阅 . 


(6.5) “ |DiDiDtDE G(x, t; 5 7)| 
— — (21+; t2k+m+n)/2 _ [x 一 E|? 
< Clr —t) j exp sr — 4) > 
其 中 C 仅 依 赖 于 1， f> k, Ms Nn, 
我 们 以 后 需要 如 下 事实 : 
0 ig ; Len 
66) 元 | eG, t; E, tT)dxdt AR, (#2). 


注意 到 8C185 一 一 8G/6x;， 并 对 x; 积分 (利用 散 度 定理 )， 
然后 利用 (6.5) 并 作 代 换 z = B22/(r 一 2)%” 即 可 得 到 证 明 ， 

借助 于 (6.5) 和 (6.6) 可 对 所 有 不 同 于 0/6xs 的 那些 导数 
Diu 来 证 明 (6.1)， 这 证 明 几 乎 和 (3.2) 的 证 明 逐 字 一 样 , 因 此 省 略 
其 细节 . 至 于 6w/6x%, 我们 首先 估计 Bu/8:, 然后 利用 微分 方程 


(3.1) 得 到 6%/6z2 的 界 .为 了 估计 我 们 对 + 微分 (6.4), 于 
是 得 到 
ulr) 人 Gan. t: 
(6.7) SHS (|, [D-E #5 & 71 
XL oe, Df, 2) — eC, TE, t) dade 
— [C8, 7) KE, rtm || DGG, ss E, dede 


+ | | ots t)f(x, DCA, DDG(x, t; &, 7) ards, 


注意 到 D.C 及 其 导数 的 界 ( 据 (6.5)) 和 D&G 及 其 导数 的 界 《 据 
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(3.11)) 相同 ， 再 通过 第 3 节 那 些 计 算 就 可 估计 第 一 和 第 三 个 积 
分 ,最 后 ,(6.7) 右 边 第 二 个 积分 是 有 界 的 ,因为 写成 D:G== 一 D,G 
并 积分 ,我 们 得 到 


| G(x, 0; E, r)dx — lim| E, r— e; E, r)dx 
” 二 一 站 


一 | 6G, 0; €,7r)dx — 1, 


于 是 得 到 所 需要 的 6u/9r 的 界 . 

至 于 (6.2), 当 i 一 0, 1 时 ,可 用 和 证 明 相 应 的 不 等 式 (3.3) 同 
样 的 方法 证 明 它 。 对 于 i 一 2, 4 D2 0/3, Wt, (6.2) 的 证 明 
仍然 和 第 3 节 中 类 似 不 等 式 的 证 明 十 分 相似 因此 剩 下 对 D2— 
Ə*/ðx} EBH (6.2), 因为 “满足 (3.1), 所 以 只 要 证 明 


a [Du(P) — DuCQ)| a 
(6.8) d PL Oy < KI + K@H[f] 


(aP, 0) < 2) 


就 够 了 . 
为 了 证 明 (6.8) ,我 们 写成 
DuCé&,rv)=—-H+ J, 
其 中 一 日 记 (6.7) 右 边 前 两 项 的 和 ,而 J id (6.7) 右边 最 后 的 那个 
积分 ， 对 J ApS FARIA AI] SB 3 EE ,我 们 得 到 
a JCP) — JCO)| 一 3 
6. < Kd. u. b. |u 
(6.9) iP, Oy jul. 
以 e(O) 记 p(0) HO), 注意 到 
H[g] S (l. u. b. |p| ALf] + Kd™ l. u. b. ‘fl 
就 可 得 知 , 如 果 
a |H(P) 一 已 CO)| a 
(6.10) d “Poy < Kd*H[g] 
则 (6.2) 的 证 明 完 毕 ， 
为 了 证 明 (6. 10), 把 也 写成 如 下 形式 
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HT 


(61D H= 二 |， glx, DGC, t; E, r)drdt 


Or’ Jo 

(x, t) 到 (x, D 的 变换 : x 一 dz, 一 d3, BRAM BLN 
Be at BN, g(x, t) 映射 成 a(x, E) ( 即 是 a(x; $) = g(x, t))>» 
HCO) Bet RR HCO), 而 把 G(x, t; E, r) ik ita GC, 7; E, 7)/ 
a”, 为 要 应 用 第 5 节 引 理 6”, 因此 我 们 必须 证 明 & EN FERA 
ALOE. 因为 在 N 的 所 有 侧面 上 可 能 除 x 一 4 外 ,为 零 ， 所 
以 只 需 证 明 f 在 面 x, =d Mie 一 0 的 交 上 为 零 就 够 了 ， 这 一 
点 可 从 方程 Lu =f WH, RAME rd 和 上 一 0 上 有 zx 一 0 
时 ,在 这 两 个 面 的 交集 上 有 Low = 0. 

现在 我 们 应 用 引 理 6”. (注意 到 如 以 G(x, t 8.7 RF 
G(x, t; E, T) 引 理 6” 仍 为 真 ) 我 们 得 到 

\H(P) — ACO) | 

(6.12) F < KH([#] 
在 满足 引 理 6” 中 关于 NN 的 限制 的 任何 子 域 的 闭 包 上 成 立 . 注 
EIERN N — E RRA z = 0, 且 这 个 邻 域 的 大 小 与 4 无 关 
(用 9 的 性 质 (3.4))， 就 可 从 五 的 形式 推出 〈6.12) 在 整个 六 上 成 
Z. 因为 巨 的 棱 长 在 1 和 2 之 间 ， 所 以 从 引 理 6” 还 可 推出 ,在 
(6.12) 中 的 常数 玉 只 与 2 和 cc 有 关 . 

回 到 原来 的 坐标 系 ,从 (6.12) 就 得 到 不 等 式 (6.10). 

我 们 把 定理 3 推广 到 方程 (3.47) 以 结束 本 节 ， 

定理 3 ”对 抛物 型 方程 (3.47) 定 理 3 仍 为 真 . (6.1), (6.2) 
中 的 常数 久 仅 依赖 于 zn, as ki Ako ER k> lasls T k% tE 
(3.48) 成 立 的 常数 . 

证 明 首先 注意 ,如 果 以 如 下 形式 的 ”维和 矩形 Bo: 

—da; S x; — E <S da; GG=1,...,n— 1), 
— da, S rn — Ën S dans 

(a; 为 任意 的 数 ) 代替 n AEE B, 则 定理 3 仍 为 真 ， 再 注意 到 ， 
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9 | |, glx, G(x, t; & sT dxdt, 


如 果 把 Bo 旋转 而 得 到 新 的 矩形 B*, 则 对 于 B8* 定 理 3 仍 为 真 
由 (x 空间 中 的 ) 正 交 变 换 使 方程 (3.1) 和 欧 几 里 得 距离 都 不 变 即 
可 推出 这 一 结论 . 

现在 不 难 完成 定理 3 的 证 明 . 适当 的 线性 变换 


(6.13) x; = > gury Ceu 为 常数 ) 


把 方程 (3. 47) 变 成 (对 于 变量 kortt Xoo tH) HEGI). BE 
BiB’. B’ 为 上 面 所 考虑 的 B* 型 4 Hee. 从 前 面 的 附注 推 知 ， 
我 们 可 以 把 定理 3 MAT SERIA B’, 如 果 使 用 明显 的 不 
等 式 
const. |x — y| S I —y'| < < const. |x — y | 

(y' 是 在 (6.13) 之 下 > 的 象 , 而 常数 是 正 的 )， 再 回 到 原来 的 坐标 系 
定理 3 的 证 明 就 顺利 完成 . 
7. 边界 估计 的 推导 | 

在 这 一 节 , 我 们 要 证 明 比 第 三 章 定理 6 更 一 般 的 定理 .首先 
引进 某 些 记号 . | 

设 尺 是 在 流 形 B+S 上 确定 的 区 域 . 对 于 D 内 任意 一 点 P = 
CE, T), 我 们 定义 dr 为 P 到 (8B 十 S) 一 REER. X DAER 
两 点 P, Q, 令 deo = min(dp, do). 类 似 于 (1. 4)— C1. 7)> 我 们 令 


(7.1) 四 = Š MBvtel, 
(7.2) 1gl82 = gig + >) MẸPelgl, 
j=0 
其 中 
(7.3) MẸP[g] =l. a. p- d p'?|D? :g(P)|, 
_ sp+j+a |Dig(P) 一 Dig(O)| 
C7, 4) MẸ jalg] l. De b. apo dP, Oye 


在 不 致 混乱 时， 我 们 把 |g lEn |e | Eata 等 缩写 成 lel Sims 
lol rs。 对 于 现在 这 些 范 数 ,第 2 节 的 5 理 1, 2,3 AR. 
设 由 是 定义 在 R 上 的 函数 ,假定 存在 一 个 定义 在 D+ Br+R 
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ER ERY, 使 得 在 RE 上 有 二 >, H 
ow 
Or 


R 


| 更 |* = = [Ota 十 


于 是 我 们 定义 
(7.5) | 网 | 和 一 g.l. b. |¥|*, 
其 中 下 确 界 是 对 中 的 所 有 这 样 的 扩张 函数 下 取 的 . 

我 们 作 如 下 假定 : 

(AP) Jan? SK, Jal? <K, [c| < K; 

(B) IHE ERE E 和 任何 (x, +) ED, 

Dasx, 2E;E; 之 天 :| 二 | (K, > 0); 

CC®) fle < ©, 

如 果 仅 假定 局 部 表达 式 (3.2.17) Æ RNS 的 点 的 邻 域内 成 立 ， 
if hs Dah, Dh, A Dk 都 是 Holder 连续 的 (指数 为 a), 那 末 我 们 
就 说 D 有 性 质 (E*). 

本 节 的 主要 结果 是 如 下 定理 . 

定理 4 ike C11) 在 DD 内 的 解 ,假定 (4*), (B), CC?) 
成 立 ,D 有 性 质 (E*), u, Diu, Diu, Du 在 每 一 开 集 内 一 致 Hilder 
连续 (指数 为 a)， 这 些 开 集 的 闭 包 在 D+ Br 十 RR 中 . 再 设 
l.u. b. | ze | <0, ÆRE u = p, 其 中 |p | Zra <, 设 Ro 是 
8 十 S$ 中 一 任意 区 域 , 它 含 于 RR 中 ,并 且 它 到 R (关于 B 十 $) 的 余 集 
的 距离 是 正 的 , 则 存在 仅 与 六,, Ko Ro R 和 也有 关 的 常数 下, 使 
《7.6) (u| 魏 天 (xl 十 1 天。 + | 有 和)。 

在 证 明定 理 之 前 , 先 建立 下 面 的 推论 . 

推论 第 三 章 定理 6 是 定理 4 的 结果 . 

证 明 如 果 我 们 证 得 
(7.7) [uja + E|Dru]a + E| Dula < KCulot [bloat ile)s 
那 末 利用 (1.1) 就 得 到 1Dix|。 类 似 的 界 . 因为 据 极 值 原理 ( 见 
(2.3.12)) 有 

lulo <const.Cl. u. b. pl + Ild 

于 是 ,从 (7.7) 就 得 到 第 三 章 定理 6 的 证 明 . 为 了 证 明 (7.7) ,我 们 
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在 8 十 $ 上 取 任 意 两 个 分 离 的 点 Pi, Pos 设 Ro Ri OBA Pi P: X 
于 B 十 $ 的 余 集 . i Ras Ro 分别 与 Ri，R; 相关 ， 象 (在 定理 4 
中 ) Ro 和 尺 那 样 ,并 使 得 对 每 个 点 OCB 十 5, 存在 (> 十 1) 维 邻 
BV, 使 对 某 个 i 有 | 
VACB +S) = VN Ro. 

把 定理 4 应 用 于 这 一 对 Rj» Ro (i 一 1, 2), 就 得 出 (7.7) 的 证 明 . 

定理 4 的 证 明 因为 对 于 DD 的 每 一 个 区 域 Du (DN R= 
p) 第 1 节 定 理 1 的 估计 给 出 u, Deu, Diu 和 它们 的 Holder 系数 
的 必要 的 界 , 所 以 不 必 在 整个 区 域 D, TM TER O ERR (7.6) 
就 够 了 , 其 中 8 为 PD 和 某 个 以 Ro。 上 的 点 P 为 心 , 充分 小 的 7 为 半 
径 的 球 子 的 交集 . 

有 三 种 可 能 性 : 点 P 了 或 者 在 DD 的 底 B 上 ， 或 者 在 DD 的 边界 5S 
上 ,或 者 属于 B 和 5 的 交集 .前 两 种 情形 可 作为 第 三 种 情形 的 特 
殊 情 形 来 处 理 . 因此 ,只 要 考虑 PE 巨 站 y 的 情形 就 够 了 . 

我 们 可 以 取 7 充分 小 ,使 得 RNV = (8 十 S)mF7, 并 使 表达 
A (3.2.17) 对 于 SAV HAR. 为 简单 起 见 ， 在 (3.2.17) 中 假定 
i =n, ZH 
(7.8) =f, x= x; G=1,2,-++,2—1) 

xa = Xp 一 hC xis ttt, Xais t) 

把 SAV 映射 到 x = 0 的 集合 上 ,同样 地 ,我 们 可 以 假定 它 把 8 了 映 
Hx, 0, r > ORR OL 上 . 映射 (7.8) 是 一 对 一 的 . 此 外 ， 
(7.9) const. d(P’, 0’) <d(P, Q) < const. dP', 0’) 
(常数 是 正 的 ), 因 为 64/6x; A 04/0: BAAR. | 

定义 v(x’, t) =ulx, t), ox’, t) = plx, t), Ox’, 2“) = 
Ur, 1)。 于 是 vz 取 人 B 在 0' 的 边界 xs 一 0, /’=0 上 的 边界 值 
方程 (1.1) 变 换 成 方程 


2 
(7.10) L'o = Zax’, t) 22, + blr) ae 
x 


8x;Ox; 
t , r Ou , , r 
tox he — y ft’) 
Or | 
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其 中 cx’, t) = elz, t), FC, = fie, t), 不 难看 出 , tilts 
t) 可 以 通过 aCe, 1), 8h/Bxi 表 出 ,而 Cx’, 2) 可 以 通过 5b;(x*， 
t), Oh/Ox;, h/Ox,0x;, Oh/ Ot RWE. 利用 天 的 可 徽 性 质 和 (7.97， 
我 们 可 以 推出 元 "的 系数 满足 第 三 章 第 2 节 的 假定 (4)， 现 在 那 
里 的 K, 依赖 于 和 条 件 (4*) 中 的 Ki。 BR, (CB) 也 有 效 (常数 
ALARA K; 还 与 有关 ). 最 后 ,因为 f(x, r) =f, 2), Ma 
f 在 O' 内 一 致 Hilder 连续 (指数 为 a). 

因为 从 (8B +S) 一 R 到 0 的 距离 为 有 界 ,( 因 而 当 0 EQ kt, 
do = const. > 0)， 所 以 如 能 证 得 
(7.11) Jol? + Sl Dye | 2+ E| Dim]! 

< Kjo? + P| 十 171%) 

就 可 得 出 所 需要 的 * 的 界 , 从 而 完成 定理 4 的 证 明 . 

引进 


(7.12) w(x’, t) = v(x’, t') — Ox’, 2’) 

我 们 得 到 ,在 O + [(O'N{e = 0}] 十 [8 个 {xs = 03] 内 有 
(7.13) . L'w = f”, 

其 中 pf =f LD, mE LON’ = 0 + [Oo N{s, = 0] 上 
(7.14) w(x’, t) = 0, 

我 们 有 

(7.15) PY < const. [P| 2%, + [fl?, 


常数 仅 依赖 于 Ki, R, Ro. DAA. 

我 们 把 定理 1 的 证 明 用 于 定 解 问题 (7.13), (7.14), 以 Tlia 
代替 |1;,。, 等 等 ; 现在 我 们 用 第 6 节 定 理 3 而 不 用 第 3 节 定 理 
2 因为 几乎 可 以 逐 字 地 把 那个 证 明 移 到 现在 的 情形 ， 我 们 省 略 
其 细节 .不 过 我 们 注意 , 定理 3 比 定理 2' 稍 弱 些 ,因为 (6.2) 中 的 
Hf] 可 代替 (3.3) 的 Hosw[f]， 这 在 本 定理 的 证 明 中 无 关 重要 , 因 
为 实际 参与 第 4 节 计 算 的 并 不 是 Ho,n[f] 的 界 , 而 且 1.u.b Ho,n[fj 
三 H[f]. 于 是 我 们 导出 不 等 式 | | 
(7.16) [wl + S| Dyw ” + S| Dew |! 

< K” lel? + 17°12), 
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be 


B eA 开工 


其 中 K (RTL ORE (4), CB) RRR MNK. ALA 
(7.15)、(7.16) 就 推出 不 等 式 (7.11). 

定理 4 的 证 明 使 我 们 对 第 三 章 定理 6 中 的 常数 了 解 得 更 
HeT. BNE 

设 晴 是 局 部 表示 式 (3.2.17) PHARM AMER Dh, Dxh， 
DARE Holder 系数 (指数 为 a) 的 界 . 设 5 的 邻 域 D* Bm PER 
V 所 覆盖 ,这 些 球 的 球 心 在 5 上 , 使 各 部 分 in 了 都 可 整体 地 表 
示 为 (3.2.17) 的 形式 . 假设 对 每 一 点 PE D*ND 存在 中 心 在 点 P 
半径 >r ARR Ve, EE Ve CD*ND) ETEA VN 站 (D*ND) 
内 . 最 后 , 设 D 的 直径 <d, 则 (3.2.21) 中 的 常数 K 仅 依赖 于 Ki 
K;, H m,r,d,n, Ka, 
8. 热传导 方程 解 的 存在 定理 a 

在 这 一 节 ， 我 们 要 证 明 第 三 章 定理 7, 9 证 明 中 的 断言 (a)， 
从 而 完成 定理 7, 9 和 第 三 章 定理 10 一 12 的 证 明 . 对 于 ”一 0, E 
理 10 一 12 的 证 明 是 基于 定理 7, 9 的 . 

我 们 从 热传导 方程 的 基本 存在 定理 开始 . 

定理 5 RESAMAMM, PANT B +s LEME © 
续 的 p, 问题 | 


(8.1) Le =>, —=-—=0 (在 D+Br 中 )， 
E 3 
d= (ŒB +SEE) 
的 唯一 解 存 在 . 
其 证 明 在 本 章 末 了 的 问题 1 一 13 中 给 出 . 
利用 定理 5 下 面 我 们 证 明 


定理 5 BE SARWAN, tf 在 D 内 Halder ER CHB 
BN a), PPKS l 
Lou =f (42 D+Br™), 


(8.2) u=0 CEB+S 1) 
存在 唯一 解 . 
证明 考 辜 函数 
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(8.3) v(x, t) 一 -人 Ee [- Iz= 


“ IË, v)dëdr, 

由 第 一 ag 3 FRERE N, ”是 方程 Lw =f Æ D 十 Br 内 的 
解 ， 

据 定理 5, 因为 问题 

Low = 0 (Æ D + Br 中 )， 

(8.4) w=—y (ŒB +S) 
存在 唯一 解 w， 由 此 推出 (8.2) 的 解 x ,存在 , 即 x 二 v 十 w。 其 唯一 
性 可 由 极 值 原理 推出 . 

现在 我 们 证 明 第 三 章 定理 9 证 明 中 的 断言 Ca), BD 

定理 6 BE SARWAR, i fle <0, HPA (8.2) 的 
唯一 解 存 在 : 且 属 于 Citas 

证 明 由 定理 5 的 证 明知 道 , * 存在 且 可 写成 vz + w 的 形 
式 , 其 中 v 由 (8.3) 给 出 ,而 ww 满足 (8.4)。 我 们 要 证 明 在 D + Br 
Aw EIHAR. 只 要 对 D+ Br AT RE D, = BX 
(to, t:] 来 证 明 就 够 了 , 其 中 B, 是 一 个 球 . 对 于 ww 和 G 利用 Green 
公式 (1.8.4), 其 中 G 由 (5.26) 给 出 ,积分 后 我 们 立即 得 到 

w(x, t) 一 | GCx, t3 tos Tw(E, to)dë 


; 
+ | | I(x, 235 &, T)dSedr, 
tp J OB, 


其 中 985: 为 3 的 边界 . 假定 (x, z) = CE, 7z)， 则 被 积 函 数 工 及 
其 对 x, 上 的 所 有 导数 都 是 (x， 23 E, r) 的 连续 函数 . 于 是 推出 
w(x, t) 是 无 穷 可 微 的 . 

LYK, Æ D+ Br 的 任何 闭 子 域 Ds 上 芳 虑 函数 v(x, t). 
D, A D + Br 的 闭 子 域 ,使 得 DoCD,, HIE D, 3] D, 的 余 集 的 距 
离 为 正 O<:<T). DEDNHKETABERAS F 1, Æ DXF 
0 委 1 答 7 的 余 集 内 为 零 , 在 0 委 上 委 了 7 上 连续 可 微 的 函数 4( 见 
第 工 章 问 题 1) 去 乘 /， 并 以 FICE TRE 而 令 在 D+ By 之 外 
F=0, Rips 
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mn 


~ zune mae TE EE EE PH A Nr BE 


vind ~ |), ae 
exo |- ey SS [PCE rv)dëdr, 


其 中 B; 为 包含 {x; (x, z) € D 对 某 个 t} 的 任何 立方 体 . 显然 ， 
V(x, t) 一 v(x, t) 是 Do 内 的 无 穷 可 微 函数 .由 第 5 节 引 理 6 ，. 
V, Æ Do 内 Hilder Æ% (GERA a). BE i<n, 证 明 OV /0x,0x; 
是 Holder 连续 的 (指数 为 a) 要 比 引 理 6 的 证 明 简 单 得 多 , 我 们 
把 它 留 给 读者 . 因为 (从 LV = F) 可 借助 于 987/8r 和 8?7/8zx: 
(1 委 ; 委 2 一 1) RA OV/Ox2, 所 以 00/82 和 所 有 的 导数 Dio 在 
Do 内 Hilder 连续 (指数 为 a). 也 可 以 从 了 的 类 似 结果 推出 Dv 
的 Holder 连续 性 . 

把 ” Ale AB GE Ih Se A HK. BA Ria, Dru, Diu, Diu 是 
D+ Br 内 的 Hilder 连续 函数 . 又 因为 |f|。<0%0, H 1. u. bla|< 
(const.) 1. u. b. |f] < co， 定 理工 意 味 着 uE Cu(D). 定理 6 证 
Ex, 

在 证 明 第 三 章 定理 7 证 明 中 的 (4) 时 ,我 们 需要 下 列 引 理 . 

引 理 7 i D=Bx(0,T), Hm 

B= {x35 —; < x; < f: G@=1,---, n)}. 
以 x UDE x, = 0 上 的 开 面 . RRA z +B 的 一 个 开 集 ，R 为 
R 的 开 子 集 , RCR WR e YS — x 上 的 一 个 连续 函数 , 在 (5 一 
Xx) 站 (zz 十 B) 上 为 零 ,如 果 | 和 < 0, HA #eNB LJ=—0, 3 
末 问 题 | = 

Lu = f (Æ D + Br 内 )， 

(8.5) u = 0 (Œr+B 5), 
u = p (ŒŒ S— x E) 


存在 唯一 解 u, 并 且 
(8.6) | [u lotro < KA. u. b. [p| + [fle 


证 明 ”考虑 函数 
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u(x,t) 一 -|| G(E, v3 x, DICE, r)dëdr, 


Dy 


其 中 G(x, 4; Es r) 由 (6.3) EX E 为 点 所 关于 超 平面 r= pn 


反射 .zu 满足 
Lou, = f (Æ D + Br A)» 
(8.7) m=0 (在 +BE). 
设 De 为 任何 一 个 开 柱 体 , 其 闭 包 在 D 十 R 内 ， 由 修改 了 在 Do 外 
的 定义 ( 象 定理 6 证明 中 考虑 v 那样 ) ,我 们 可 以 断定 画 数 
us Dus, Diu, Da 

在 Do 内 一 致 Hilder 连续 (指数 为 a). 

鉴于 (8.7), 当 且 仅 当 u =m +u 时 ,xz 是 (8.5) 的 解 , 其 中 


the 为 问题 


Louz = 0 | (42 D+ B)» 
(8.8) u = 0 (在 元 十 B E) 
u, = p — u, .( 在 S$ 一 x 上 ) 

的 解 . ; 

由 直接 计算 可 以 验证 ,函数 

OG(r, t Enr 
m = |s- T > i 
XL b(E, r) — ulë, r)]dolë, r) 

是 (8.8) 的 解 , 这 里 dalë, r) 是 5 一 x 上 的 面积 元 素 ，v(#8, r) 为 
5 一 xz HE (CE, 7) 处 的 内 向 法 线 ,而 Clr, t E, r) 为 Lu = 0 关于 
SEE DAY Green 函数 .在 验证 ur, z) 满足 (8.8) 时 ,我 们 用 的 
显 式 (网 (3.7.8)，(3.7.9 ) ). | 

由 G 的 显 式 还 可 推出 , w(x,7) EAT D 十 R 的 任何 闭 区 域 
上 是 无 穷 可 微 的 . 把 它 和 先前 证 明 的 w 的 可 微 性 质 结合 起 来 ,《 利 
用 第 1 EE 1) 就 推出 u = u, 十 ws 的 范 数 loli. EARRA. 
现在 由 第 7 市 定理 4 就 可 推出 (8.6). 

我 们 把 引 理 7 推广 到 一 般 拱 物 型 方程 。 代替 (8.5) 我 们 考虑 
如 下 问题 : . 
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Lu =f (在 D + Br 内 )， 
(8.9) u=0 (在 元 十 B 上)， 
2 一 路 (在 S$ 一 x E). 
引 理 8 ” 设 D, R, Ro p, f 如 引 理 7 中 所 述 ， 假定 工 满足 
第 7 节 的 (4*) 和 (B), 那 么 (8.9) 的 存在 唯一 解 ,并 且 它 满足 (8.6). 
证 明 ”这 个 证 明 是 基于 连续 性 方法 , 它 和 第 三 章 定理 7,9 的 
证 明 是 类 似 的 .现在 类 似 于 (a) 的 断言 是 : 若 f 满足 引 理 7 中 所 有 
的 假定 ,那么 (8.5) 的 唯一 解 存在 , 它 有 有 限 的 范 数 |e |B. 且 范 数 
满足 (8.6) .断言 (6) 的 证 明 是 以 定理 4 的 边界 估计 为 基础 的 ,其 细 
节 留 给 读者 ， 为 了 证 明 Cc), 即 证 明 : WR Ane, H ån >o, N 
0 和 .如 同 在 定理 7.9 的 证 明 中 那样 ) 我 们 首先 证 明 lima» 满 
足 (8.6).( 为 简单 计 , 我 们 又 以 {um} 记 {wm} 的 收敛 子 序列 . ) 最 后 ， 
剩 下 证 明 x 直到 边界 5 一 “是 连续 的 ,并 且 在 3 — rk u= g, B 
要 证 明 当 P 一 0,PED 十 Br 时 
(8.10). u(P) > (Q). 
其 证 明 与 第 三 章 定理 9 中 类 似 断 言 的 证 明 有 些 不 同 ， 因 为 在 
那个 证 明 中 4 = 0， 在 下 文中 我 们 可 以 假定 <<< ô. 
令 在 去 十 B 上 一 0， 并 把 上 扩张 为 在 B +S 上 的 连续 函 
B. EEA O ES 一 x 存在 对 于 (由 (3.4.3) 给 出 的 ) 所 有 Li 的 闸 
PAM wo. 容易 看 出 , 任 给 e > 0, 存在 充分 大 的 ,使 在 8B 二 S$ 上 
Ip — pOJ] <e + kwo. 
函数 W 一 e + kiwoCk = max(k, l. u.b. |f — ch(O)|)) Æ B+ 
S 上 满足 
(8.11) |g — 4(0)| <W: 
其 次 ,因为 c 志 0, 在 D 十 Br 内 就 有 
(8.12) LW = ce kLwo S — 1. u.b. |f — cplO)j. 
引进 函数 W = W tlun — (0). # (8.11), £B +S > 
0, 而 据 (8.12), 在 D + B: LÝ <0. 因此 ,由 极 值 原理 在 万 上 
W> 0, 即 对 所 有 PED 十 Br 有 
(tm P) — S(O)| < e + kiwoCP). 
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F m 一 co, 我 们 得 到 
Iu(P) — $(0)| Se + hwo(P). 
如 果 设 P—>O, HPA e 是 任意 的 正 数 , 就 推出 (8.10). 

现在 我 们 可 以 证 明 第 三 章 定理 7 证 明 中 的 断言 (a), RE 

定理 7 ADAME), 且 |fl。 二 %, 在 6B 上 f 一 0， 
那么 (8. 2) 存在 唯一 解 ， 并 且 属 于 Cares 

HE 所 第 三 章 第 4 节 定 理 ! ,S 有 局 部 前 函数 。 因 此 ,由 
定理 6, 存在 唯一 解 x, H we Cr... FERS BIER 
(8.13) u, Dut, Diu, Du 
在 8 + SRA D + Br) 邻 域内 一 致 Holder 连续 (指数 为 c)， 
即 要 证 明 对 任何 PEB 十 S， 存 在 也 的 直径 充分 小 的 (2 十 1) 维 
邻 域 FF， 使 得 函数 (8.13) Æ (D + Br) NV 内 一 致 Hilder 连续 
(GAA a). REZE PEBNS 的 情形 就 够 了 。 

不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 假定 对 于 P 的 基 个 (x 十 1) ERW, 
DNW 是 一 个 底 为 矩形 的 柱 体 ,， SAW 是 一 个 侧面 , 而 BAW 是 
FÈ. 事实 上 ， 如 果 不 是 这 种 情形 ， 那 末 我 们 可 以 在 P 的 邻 域内 
首先 作 坐 标 变换 《比较 定理 4 的 证 明 , 尤其 是 (7.8) 一 (7:10)), 于 
是 对 那个 邻 域 的 象 就 限于 底 为 矩形 的 柱 体 . 

AAE SAW 和 BNw 上 ww 为 零 , 于 是 我 们 可 以 应 用 引 理 8， 
从 而 函数 (8.13) 在 DNW 内 一 致 Hilder 连续 (指数 为 ec). 定 理 7 
证 明 完 毕 . | 

我 们 以 若干 附带 的 结果 结束 本 节 . 这 些 结果 可 从 本 章 和 前 一 
章 的 某 些 定理 和 证 明 中 立即 推出 . 

定理 8 BERK uE CD) 的 假定 , 第 三 章 定理 12 的 
推论 1 仍 为 真 . 

事实 上 ,只 须 对 p 一 0 在 (D + BANANY 内 证 明 这 一 论断 ,其 
中 V 是 以 P 了 为 心 ,半径 充分 小 的 球 , 而 了 为 Ss 上 任意 的 点 。 作 一 
个 使 引 理 8 得 以 应 用 的 变换 (比较 定理 7 的 证 明 ), 就 可 推出 这 一 
情形 的 论断 . 

定理 9 iz (A®), CB), (CF), (CE) 得 到 满足 ， 而 R, Roo 
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p REEM, 的 假定 ,日 在 RNOB 上 Lg 一 J。 如 果 S 有 局 部 疗 
函数 , 那 末 第 一 初 值 边 值 问题 7 
Lu =f (Æ D + By Ay) 

(8-14) u= (ŒB+SE) 
有 唯一 解 w, A uji, < 00, 

IA 解 #* 的 存在 性 可 从 第 三 章 定理 9 推出， 为 了 证 明 
IulagPfa < ©, RIE PCP E R) 的 (D 十 Br) 邻 域 内 考虑 u, 作 
一 个 局 部 变换 ,然后 应 用 引 理 8 即 可 . 

证 明定 理 8 的 另 一 种 方法 是 按照 连续 性 方法 . 

我 们 已 证 明了 第 1 节 定 理 1, 第 7 节 定 理 4, 第 三 章 的 存在 性 
定理 7, 9, 第 三 章 的 可 微 性 定理 12 一 14 以 及 它们 的 推论 , 现在 我 
们 可 以 给 出 定理 1 的 一 个 明显 改进 ， 即 ， 如 果 省 略 4, Du, Dia, 
Dix 的 Hilder 连续 狂 的 假定 ;定理 1 仍 为 真 。 假如 D 有 性 质 
CE), 那 末 定 理 4 也 可 作 类 似 的 推广 . 

9. 椭圆 型 方程 

按照 在 抛物 型 方程 时 的 思路 ， 我 们 可 以 证 明 榴 圆 型 方程 的 

Schauder 型 估计 .现在 函数 


|x 一 y|”, 当 "之 2 时 ， 

r(x, y) = " 
1 1 

7 08 Izy? 4 n == 2 iif | 

起 着 热传导 方程 基本 解 的 作用 ,其 中 o, 为 R” 中 单位 超 球面 的 面 

积 ， 


我 们 可 以 把 Au =f 的 解 表 为 如 下 形式 : 
u(x) = 一 | fp (x — y)dy 


十 [ual eGr(e —y)]dy, 


其 中 人 为 Laplace MF 5O?/Ox', 
HES Schauder 型 估计 时 的 实际 计算 , 在 技巧 上 和 抛物 型 方程 
不 同 《 见 [19])， 


在 边界 估计 的 推导 中 ， 
r(x, y) = È (la yl" Ja y'a) 


起 着 (6.3) 中 G 的 作用 , 其 中 多 是 7 对 于 某 个 超 平面 x, =const. 的 
反射 。 在 证 明 第 6 节 定 理 3 的 类 似 定理 时 , 唯一 危险 的 ”导数 是 
Ou/Ox,, MEA ME Au 一 了 来 估计 . 因此 与 执 物 型 方程 的 情 
形 完全 不 同 ， 在 那里 我 们 必须 同时 处 理 两 个 “危险 的 ”项 , 即 Ow/ 
Or #10’ /Ox2, 因而 对 于 椭圆 的 情形 , 不 必 证 明 第 5 节 引 理 6 的 
类 似 引 理 ， 

PHS Bike Ss (4) 的 问题 , 它们 在 第 三 章 定理 18, 19 的 
证 明 中 是 必需 的 ， 类似 于 第 8 节 的 考虑 ,我 们 可 以 证 实 这 些 断 言 . 
因此 需要 引 理 6 相 类 似 的 引 理 ， 即 必须 证 明 : 对 于 所 有 的 区 域 
Ro (RCR +x), Gi BF C24oCR), BARR 

oe, £) = | Te yf Oey 

属于 Casal Ro), 其 中 R= {x} —B; <x; < B; G=1, ve %s n—1), 
—B, <x, <0}, fix = {x; —8 < x <8 G=l,-*+52—1), 
xs = 0}。 因 为 我 们 可 以 证 明 Ao = —f (W i631). 从 0?o/Oxi 
(i 一 1, 2,.…, 7 一 1) 的 Hilder 连续 性 可 以 推出 唯一 "危险 ”项 
Ov/68xs 的 Holder 连续 性 . 

不 用 Schauder 型 估计 ,证实 Ca) 的 更 直接 的 (但 也 是 更 复杂 
的 ) 方 法 是 通过 直接 证 明 下 列 : 

Kellogg 引 理 设 OD BF Ct, pe C++ Ml] Dirichlet 
问题 ` 
Au = 0 (在 D 内) 

zx 一 由 (在 8D E) 
存在 唯一 解 > 且 u £ Cital D). 
证 明 见 [62]. 


问 题 
1. 我们 把 集合 (x, 234; <x COE = ly vey 2) 4 << t<by} 理解 为 一 
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矩形 K , 它 的 正则 边界 记 作 OR, Lo 是 热传导 算 子 。 我 们 说 Cx, JED + By 
内 是 上 热浪 数 (supercaloric )。 如 果 

G) 04,1) 72 D+ Br 内 分 良 连 续 , 它 在 有 限 个 超 平面 := EAN 
BT Hh ole, r+ oael, r — 0) (TERMEN (1, r)=0(2, r — 0)), 
Cx, t) x ERAR, HH 

Cii) ”对 于 所 有 的 (#, +) ED + Br, 都 存在 这 样 一 个 5> 0, 使 得 对 于 任 
fl (6,7) 为 其 上 底 中 心 ， 直 径 小 于 5 的 矩形 R, 对 于 在 R 内 任何 满足 
Lou = 0 H u, A vau, Æ OR 上 wv. 存 (i) 中， 并 不 要 求 # 在 9R 上 连续 . 
在 有 限 多 个 集合 IBN {z= 二 r+} 上 允许 有 间断 ( 那 时 w(x, r) = u(x, r — 0)), 
(RE u(x, T) 是 x 的 连续 函数 。 试 证 明 ;， 如果 G*(x, 236,17) Leu = OX 
TRAY Green 函数， 如果 我 们 令 R= RN {= ay, Ru = RA {7 = aj}, 
Ra = RN (xi = 4:3, ABR Los = 0 在 6R 上 有 边界 值 # 的 解 存 在 ， 并 由 下 
式 给 出 


Ck) ln u(x, oo)Gx(zs do; y, Ode 
* 
Sf fa fe ac" | dx di 
fo Ox; xj=a; ax; 
* 
a fr. [e | dx di 
2 fo x;=b; ax; 


其 中 dx]dx; = Ax r AXi Xj 445 02+ AEn, 因此 


(x) (E, >h u(x, 40 Gx, 49; Es T)dx 


5f | E x | dx di 
i 20 Ri; Ox; x jx; ax; 


>f dt, 
i 24 0 R33 "Ox; x j=; ax; 


[提示 : 利用 第 三 章 第 7 节 末 的 G 的 形式 去 验证 (类 ) 的 右边 (把 它 叫做 
w) 在 RR 内 满足 Lw 一 0， 在 6R 上 ( 除 有 限 多 个 集合 Rn = *} 外) 满足 
w = x。 把 极 值 原理 应 用 于 ws 土 (% 一 4) 来 证 明 在 R 内 w= u, 这 里 we 由 
( 米 ) 右 边 定义 ， 其 中 “ 由 在 u, w RERAN e 邻 域内 等 于 上 上 wb (|u| + 
Iw1)， 在 别处 为 零 的 函数 1 来 代替 ] | | 

2. 试 证 明 ， 如 果 不 等 式 ( 米 米 ) 关 于 (在 OR 上 的 ) 边 界 值 x = "成 立 ; 那 
末 对 于 (在 OR 上 的 ) 任 何 边界 值 *<v CURE. 

【提示 :在 ( 米 米 ) 中 证 明 


s=1 
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af ~ OG* OG* 
(¥##IG Su, -一 | Bo, 


Ox; X 一 0 Ox; xj;=b; 


3. RRC ag x 的 表达 式 证 明 : 如 果 {en} Æ Lou = OFF LU + BA 
解 的 一 致 有 界 序列 , 那 末 对 于 任何 z 7, {DiD un) 是 D + Br 的 闭 子 集 上 的 
一 致 有 界 序列 (基于 先 验 估 计 的 证 上 明 见 第 三 章 第 6 节 ). 

4. 试 证 明 : a$ r HD+ Br AR LAR ME P + Br A Loe = 0, 
Wetu A D+ Br AERAR. 

5。 试 证 明 : Me HD+ By AR LAR, Æ D+ Br A Lo = 0, 
且 对 所 有 的 O€CB +5 有 lim inf(v —u)>0, WE D + Br H >u, 


[提示 : 如 果 w=v 一 u 取 负 的 极 小 值 一 M， 那 末 对 于 某 点 PED + Br 
和 某 个 以 z 为 其 上 底 中 心 的 矩形 R 有 w(P) = —M, 在 6R 的 某 些 点 处 
w>—-M, 利用 ( 米 米 )。( 米 米 米 ) 推 出 一 M> 一 M]. 
6. 试 证 明 : 如果， 满足 (i)， 且 对 于 所 有 的 (#， 7r) MA we 一 
BY, Ck) 成 立 , RR 如 同 (ii), 那 末 Gi) 成 立 , 因 此 v A LAAR. 
[提示 : 利用 问题 5 的 证 明 。 ] 
7. 设 v 为 D+ B 内 的 上 热 函数 ，D。 HAT OAH. BM 
w= 全 (Æ D— D, AD 
ub 《在 D, Et), 
其 中 Lou = 0, Æ OD, (Do 的 正则 边界 ) 上 * = +. 试 证 明 w 是 上 热 函 数 . 
[提示 : WR (51t) 不 属于 6D。， 则 当 尺 的 直径 充分 小 时 ( 米 米 ) 成 立 。 
mE (4,7) € OD, FID. bebe 和 ( 米 米 米 ) 去 证 明 ( 米 米 )。 再 利用 
问题 6. | 
8. 设 v 为 D+Br 内 的 连续 上 热 函数 , {Dm} BBE, DCD + Br, 
归纳 地 定义 函数 序列 {vw} 如 下 : 
mx 1) 一 人 (ŒD 一 Dua 内) 
u(x, £) (E Dn E) 
其 中 在 Da 内 Lou = 0, 在 OD, 上 w = tnai. 试 证 明 {vn(*, 1) 为 上 热 函 数 
的 单调 威 序列 , 且 on 最 多 有 个 间断 超 平面 : = r, 
9. 试 证 明 : 在 D + Br 内 满足 Fuz<0 的 任何 函数 为 上 热 函数 . 
[提示 : 在 矩形 RAK *"，G* 利用 Green AK, ] 
10. 在 0(0 EB +S) 处 的 弱 盖 函数 是 一 个 在 巨 上 连续 的 函数 wa 它 
ONS, 五 一 2 内 为 正 ,而 在 D + Br 内 为 上 热 函数 ， 据 问题 9, A 
HREM. WEN: 如 果 在 5 的 所 有 点 上 存在 弱 曾 函数 , 则 下 列 问 题 
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的 解 存在 : 
Lou = 0 (Œ D + Br AW) 
u 一 由 (在 8 十 $ 上 )。 
Etg% B+S (HERERAR, BATT RRA D 上 的 连续 函数 
v, CE D + Br A ERR, 
[提示 : 象 在 问题 8 那样 构造 om Dw 构造 如 下 : 
UD, =D + Bry 且 使 每 个 D; 在 序列 {Pn} 中 重复 无 穷 多 次 。 由 问题 8 


和 3, «= lime, 存在 且 满 足 Le 一 0。 其 次 :如果 QEB + S, 则 在 万 上 有 
v< p(Q) + e+ kwo, 因此 or<W9) + €+ kag, u<p(Q) + @ + kwo, 
REH, u>P(O) 一 @ 一 kwo.] 
11. AEPA 10 的 结果 推广 到 多 为 多 项 式 的 情形 。 
[提示 : 写成 ¢ = (¢ + ct) 一 ct 并 利用 问题 9。] 
12, 试 把 问题 11 的 结果 扩 广 到 ARERR IE. 
[提示 : MSHA .1 
13, WERE 8 节 定 理 5. 
[提示 : 对 : 区 间 一 步 一 步 地 利用 问题 12.] 
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第 五 党 
第 二 初 值 边 值 问题 


引言 ”在 第 三 三 章 我 们 已 用 先 验 估计 和 连续 性 方法 解决 了 第 一 
初 值 边 值 问题 。 本 章 将 借助 于 位 势 把 问题 化 为 积分 方程 来 解 第 二 
初 值 边 值 问 题 ， 为 了 简单 描述 这 一 方法 ,我 们 在 柱 体 x (0, T] 
内 考虑 热传导 方程 Loe 一 0 的 情形 ， 函数 


(0.1) U(r, t) 一 | | r(x, t; Š, vps, v)dS; dv 


称 为 (关于 了 工 的 ) 密 度 为 ?的 单 层 位 势 , 其 中 SIDAR, dS% 
S 的 曲面 元 素 ， 了 为 热传导 方程 的 基本 解 . U(x, 7z) 定义 在 DX 
[0, r] 上 ， 且 在 其 上 连续 ， DAK a * 治 着 非 相 切 的 方向 趋 于 S 
上 的 点 > M? 


(0.2) 2 U(x,2) > — > p(x, 2) 十 Z U(x, 1) 


其 中 2» %) S ZE ARNE. XPERKREM EOD 最 重要 
的 特征 ， 
如 果 取 x 为 郧 数 (0.1), 其 中 9 满足 Volterra 型 积分 方程 


二 p(x, t) 一 | | 2 T(x',t; Er) + BDT Gst) 


Xp(E, r)dSgdr — g(x", t), 
我 们 就 可 以 解 问题 : 
Lowe = 0 (Dx 0, TIA), 
(0.3) u(x,0) = 0 ŒD E), 
ðu 


ay TE (在 $ x (0, TIEL 


同样 地 ,我 们 也 可 以 解 一 般 第 二 初 值 边 值 问题 ,其 中 
Lon = f, u(x, 0) = p(x). 

在 本 章 最 后 一 ， 我 们 将 把 基本 解 和 位 势 的 概念 JET SA 
WHE AE Neuman 问题 . 
1 基本 解 的 结果 概要 

在 这 一 章 我 们 使 用 第 一 章 的 结果 和 记号 ,不 过 ,为 方便 读者 起 
见 ,我 们 将 以 在 后 面 各 节 便 于 使 用 的 形式 总 结 主要 的 事实 . 

设 | 


(1.1) Lu = 3 aij(x, £) G TAT + > b (x> oi 
i j=l Xj = 1 


EEA RAR 2 =D x [0， T] 上 定义 的 算 子 ,其 中 DD 为 R" 中 
的 区 域 ,并 假定 : 

(4) 工 在 2 上 是 抛物 的 ， 

(4) 工 的 系数 在 O 上 满足 Hilder 条 件 〈1.1.4)，(1.1.5)， 

(1.1.6). | 

利用 第 三 章 ， 第 1 节 定 理 2 的 后 面 叙述 的 断言 ， 我 们 可 以 把 
工 的 系数 扩张 到 较 大 的 集合 2 = Do x [0, T] 上 ,以 便 (40),(4;) 
HOR EP D 是 包含 乙 的 有 界 区 域 . 

现在 我 们 可 以 在 4, 内 构造 基本 解 T(x, 与 二 YY)。 它 有 如 下 形 
式 
(1.2) T(x, it; E,7) = Z(x, t; §, 7) 


+ | | Z(x, £3 No oP, ao; È, r) dy do, 
r JDo | 


#rh Z h (1.2.5), (1.2.6), (1.2.4) 给 出 ,$B 是 以 Do 代 DD 的 积分 方 
程 (1.4.1) 的 解 ， 且 可 以 把 它 展 成 级 数 《1.4.4).”@ 满足 不 等 式 
(1.4.8). 

还 可 以 把 写成 下 面 的 形式 . 
(1.3) P(x, t3 sr) = Z(x, t; &5 0) + Zolx, 1; Er), 
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其 中 Z。 为 (1.2) 右 边 的 积分 。 下 列 不 等 式 对 于 De AN rs 去 和 
OSTAS T 成 立 : 


1.4 r(x, t; È, < _const t 

(1.4) IT (x, t; $, 7)| (t — r)" |x — | 
(0< u< 1), 

(15) |D,ZCx, r; £, r)| < 一 cms 1 


G 一 | 一 中 
<<!) 


, const. 1 
(1.6) ID,Zo(x, t; È, r)| < (t — r)“ [x _. El ti aa—e 


(1-2 <n< 1). 


利用 第 一 章 第 4 节 引 理 2 可 以 从 (1.5),(《1.4.8) 得 出 (1.6). 

fe D, X [0, TI (RË D x [0, TD 上 构造 T(x,:; 5,7), 其 
原因 是 我 们 需要 D.T(x, t; Er) RHF DAKI xs E MAW D 
邻 域内 的 x, E 也 有 定义 并 且 连 续 . 

我 们 以 S 记 DD 的 边界 .我 们 说 S 是 C17900 二 4 一 1) 类 的 ,如 
果 局 部 地 可 以 把 5 表 为 (3.8.6) HOR, Heh sy CH 类 的 。 今 
后 我 们 (在 这 一 章 ) 总 假定 S 是 CH RW, 

设 wm€5 并 以 x* 记 5 在 x 处 的 切 超 平面 。 考虑 中 心 在 x 半 
径 为 5 的 闭 球 Bs 它 与 3 相交 于 某 一 部 分 565， 并且 当 6 充分 小 
时 ，5s 在 x 上 的 正 交 投 影 定义 一 个 S 的 点 志和 某 个 集合 55 的 点 
P(e EMER) 之 间 的 一 对 一 的 映射 。 函数 一 EE) ME = 
ECE) 是 Holder 连续 的 (指数 为 4)。5s 是 + 中 的 闭 区 域 , z 在 它 
的 内 部 。 

设 * 为 8 在 x* 处 内 靶 线 No 上 的 一 点 , 设 |x 一 xz 充分 小 , 比 
如 ,|x 一 x?| < so AH SE CH BAY, MULE E E So A 
(1.7) IE — E'| <S const. [at — H, 

现在 我 们 证 明 
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\1.8) 0 < const. S EE < const. 
一 
WR |x 一 | > 2[x— 2°], 则 由 (1.7) 有 
jx = E] S |x — 2°| + [x®— E] + [E— &"| 
<= const. |x? — E]. 
XIN 
|e — El > [2 — E| — [x — | > [x — 1/2 
这 就 推出 不 等 式 
(1.9) |e — & < const.. 


|x — 5] 


如 果 |2 — E| S 2]e c l 那么 利用 (1.7) 和 ww* 是 S 上 到 x 
最 近 的 点 GE [x 一 z| 充分 小 ) 这 一 事实 ,我 们 就 得 到 
le — E| Slem Elt lE E| 
< |x 一 二 | + const.| x° — E |1t? 
< |r — E| + const. |x — g |tt? 
< const. |x — &|, 
于 是 (41.9) 证 毕 . 《1.8) 右 边 不 等 式 的 证 明 是 类 似 的 . 
注意 ,我 们 可 以 取 (1.7),《1.83 中 的 常数 以 及 5 和 Oy 都 与 x 和 
O IER. 
2. 单 层 位 势 的 跳跃 关系 
设 p(x, t) A SX [0T] 上 的 连续 函数 ,并 引进 (在 Do X (0， 
TIA) 


(21) Ule, t) = | | Cx, #5 E, JPE, dS; dr, 
其 中 dss 为 上 的 曲面 元 素 。 URAGFTERA WAR 


«i. 


如 果 x €S, 那么 (2.1) 中 的 积分 是 广义 积分 ， 并 定义 为 


ie 
io ("| 
e270 JO . sS 


由 (1.4) 推 出 ,这 个 广义 积分 是 绝对 收敛 的 . 而 且 , 利 用 类 似 于 第 — 
章 第 3 节 引 理 1 证 明 中 所 用 的 论证 ， 我 们 可 以 断定 U(x, 1) 不 仅 


~ i e [ól e 


FreD, 一 S， 而 且 对 于 D. 上 的 * PERM. ARAH, Y 
RIJE UE :=0 上 为 零 时 ,U(x, 1) 在 闭 区 域 OQ 上 是 连续 
HY. 

#2 (1.3), 有 
(2.2) U(x, t) = V(x, t) + W(x, t), 
其 中 


(23) Ves D= | | ZC n & 7) p(s, dss dr, 


显然 ,如 果 xé Di— S, 则 有 


(24) Wt) = | | Zole ts E TJO, rdSedr. 


(2.5) D,W(x, 1) = | | DZox, t; E TPE, r)dSg dr. 


. 利用 (1.6) 和 类 似 于 第 一 章 第 3 节 引 理 1 证 明 中 所 用 的 论证 , 可 以 
证 明 (2.5) 的 右边 ( 记 作 W(x, z)) 5 x ES 时 (作为 一 个 绝对 收 钱 
的 广义 积分 ) 也 存在 , HERT Ss 邻 域内 的 x, W,(x, t) 还 是 一 个 
连续 函数 。 于 是 :特别 地 ,对 于 任何 S$ 上 的 x, 有 


(2.6) lim, D,W (x, t) = ("| D,Zo(x°, t; Ë, r)olë, tr)dSe dr, 
显然 ,如 果 x€D, 则 


(2.7) DV (zx, t) = | | p.zCz， ts E, r)pCE, T)dSs dr, 
但 当 x BT S ERA x 时, D:V(x, t) 的 性 态 与 D:WV Cx, 1) 完全 
KA. 我 们 感 兴趣 的 是 也 或 了 的 一 阶 导 数 的 性 态 , 首先 是 它们 党 
特殊 方向 , 即 在 L 处 的 内 补 法 线 方 向 上 导数 的 性 态 。 在 陈述 主要 
结果 之 前 ,我 们 引进 若 千 记号 ， 

设 ES 并 以 zz OEE ALAA Bh TE R BU Cat, 2°) 
的 分 量 r C, OY) 由 下 式 给 出 
{2.8) vi(x’, 2) = 5 alx, Ni (1 Si Sa) 


j=] 


” 162 » 


其 中 No 一 (Vi Ne) 为 3 在 2 处 的 内 法 线 。 WY Cay) 
Ze IEE FOR, 所 以 vC, 2) 指向 N 1 一 好 的 内 部 。ZCGz， Owe 
C(x", 2) 处 ) 补 法 线 方向 的 导数 由 下 式 给 出 

(2.9) eae 2 -> a;j(x°, t)cos(N,°, x;) Putes £) t) 

其 中 cos (N.°, xj) 为 N, 方向 和 Xj HRE [Al ZA KARIZ. 

设 K [= K(x) 为 R” 中 的 任意 有 限 闭 锥 , 其 顶点 为 *， 使 得 
KCD + {2°}, FÆ, (EMM r 到 KK 内 的 点 x 的 方向 都 指向 刀 的 
内 部 . 

现在 我 们 陈述 这 一 节 的 主要 结 

定理 1 BREA), (2) an S$ 是 对 某 个 0 天 12< 王 1 
属于 ct 类 的 ， 设 9 是 3 Xx [0, T] 上 的 连续 函数 ， 则 对 于 任何 
LES, <t LT, AMU, D MERA 


(2.10) lim UG Ð 1 pæ, 4) 
z= vlt) 2 
XEK 


tf ATC, t, Er) dS-d 
+ | |, Ov (x°, t) PC» r) par 


于 是 单 层 位 势 在 穿 过 密度 9? BAERS O HUM AN Ae E BR. 
关系 式 (2.107 称 为 跳跃 关系 式 . 

证 明 我 们 首先 证 明 〈2.10) 右边 的 广义 积分 存在 , 并 且 是 
绝对 收敛 的 。 我们 需要 一 条 类 似 于 第 一 章 第 4 节 引 理 2 那样 的 初 
等 引 理 (其 证 明 , 见 问题 1 ): 

引 理 1 WE 0 二 a 二 x 一 1 0 二 wz 一 1， 则 

dy 
2.11 n Y 
(2.11) | 
< {conse 一 El (a+ b>n—l), 


const. (atb<n-—1), 
如 果 我 们 证 得 .对 于 任何 的 (1 一 6/2)<2<1, 有 
BF (x°,t; ,7) const. 1 
QD) eS |< Go Poe 
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(8 一 min(a, 4)), 
BAR a=n+1—2e¢— p, 一 0 应 用 引 理 1 就 可 推出 (2.10) 
右边 那个 积分 的 绝对 收敛 性 。 
为 了 证 明 (2.12), 我 们 首先 考虑 6Z10> : 
OZ (x,t; Er 97 Cx, 
(2.13) NE 5 ex |- on 2] 
= — 5 CCE, r) G D 


e D>) agla, tJa (E, r) Cer — Ex) cos (Ny, xj) 


= F(x, t; §> r) + Fix, t; gE, T), 
其 中 
(2.14) Pest E r) = — CCE, r) @ — 
exp) — SF Cx, E) — s o — 7 
Xexp| — FCEE |x — 5] cos (Nyt — 38), 
(2.15) F(x, t; Ẹ, r) 一 一 > CCE, r) (: 一 r) 
_ oF "Cx, t) 。 WEN, — 4.. 
x exp| 4G — 2| 2 [ai(x >t) — aj(&, r)] 
x ak E, r) (xr 一 Ëk) cos (N25 xi); l 


路 记 联 结 * 到 5 的 矢量 . 
因为 | cos (N°, wE) < const. |x? — El, AA 
(2.16) | Fat, t; E, r)| < nt 1 


Ci [Poppe 
其 次 ,利用 (1.1.4) 我 们 得 到 ,对 于 任何 (1 一 a/2) < m< 1,1 < 
ms 一 上 十 a/2, 有 | 
2.1 i 0 . E, < const. 1 
( 7) | F (x á 5 r)| < (1—1 )*o |x? — E |rt- 2mo 


const. 1 
(+ 一 和) 一 eV | x° ~ E | a+i—2m, y 
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因此 ， 


2.18) JF, 2: E, | et 1 
《 | iC E )| (t—r)" |x? 一 £] 好 十 1 一 2 一 名 


(1—2 <u< 1). 


结合 (2.17)， 我 们 就 得 到 62Z/8y 的 界 ， 而 当 我 们 把 它 和 关于 
x= X 的 (1.6) 结合 起 来 时 ,就 得 出 所 需要 的 不 等 式 (2.12). 

下 面 我 们 对 于 x 一 x”*， 且 * 在 法 线 No 上 的 情形 证 明 跳 跃 关 
系 (2.10)。 因 为 J2 — El <S const. |e — ël, 所 以 

(anlat, t) 一 alë, t) | S const. |x 一 二 |。 
因此 可 以 象 前 面 (2.17),《2.18) 中 对 F(x", i; Š,» T) 进行 估计 那样 
来 估计 Filer t; Es r), 于 是 得 到 | 
const. 1 

(2.19) |FiCx,t;& 7)| < G— ry) Ta Ele 


Ali » F(x, fy Esr) A D,ZoCx, t; È» z) 有 同样 的 界 . 如 象 对 
D.Zo 那样 ,我 们 断定 积分 


V(x, 1) = | | FG t; Š> rps, v)dS;dv 


当 x 一 x? 时 满足 关系 

V(x, t) 一 人 > V (2°, t). 
把 这 一 事实 同 (2.6) 结 合 起 来 ,于 是 ,所 剩 下 的 是 证 明 积 分 
(2.20)  Vo(x,4) = | | F(x, t; E, TJPE, t)dS,de 
MERKRA 
(2.21) lim, Vax, 1) = = p(x’, £) 十 Vi(x°, t). 


令 


(2.22) © Vola, t) = Lelx, t) + Jolx, 2)5 
其 中 (回顾 (2.147) 
(2.23) Ilx, £) 
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C2 — rite? 4 (z — r) 
X |x 一 去 | cos (N p, te) dS: dv, 

而 Js 为 其 余部 分 (记号 x, Ss, Ss, & WB 1H). 

最 后 我 们 把 1; 与 下 面 的 14 进行 比较 ， 
(2.24) I(x, £) 
-E Steal en 

X |x — | cos(N,9, xe’) dSe dr, 

其 中 dS; 是 超 平面 x* 上 (在 8 处) 的 曲面 元 素 . 

至 于 1 的 性 态 , 我 们 建立 关系 
(2.25) lim T(25 £) = > pla, £). 


AT 积分 并 作 代 换 t — r= 9* “(x, 8/40, 我们 就 得 到 
Q. 26) I(x, t) 
— 92-1 |x — Ẹ' | cos (N o, rE’) x. È 7 
i Pp faa, eye Pr? Fe dse 
其 中 
(2.27) | p(x, Ft) = |- p” te C 


gt (£4) /4t 


x? r wr r 
- x(a, È DED 9 (22-2 C2382) gp. 
P 


4p 
对 Nw 上 所 有 (充分 靠近 2° AY x 和 所 有 的 #8 € SS, plr, &, 2) 
fe (x, SO MER. 特别 地 ( 当 x 一 x", 5 一 x T), 
| p(x, x°, t) = limg(x, &, 2), 
且 


b(x°, x, 2) 一 CCH, Dp, 2) | ol e? do, 
Q 


因为 最 后 这 个 积分 等 于 T(z/2) = 20"? ] 004, 我 们 得 到 
» 166° 


(2.28) pr, x, 2) = CC, 2px’, 2)22”/ wa, 
其 中 w, 为 R” 中 单位 超 球面 的 面积 ， 
设 A 是 中 心 在 x€ R” 的 单位 超 球 面 ,以 E” 记 A 和 起 点 在 x, 闲 


HER rE 的 射线 的 交点 。 对 E” BIER (Eeo BD. 它们 和 
CE 一 wi 一 Xx) 成 比例 ,使 ECY = 1., U dol”) id A 
(在 8) 的 曲面 元 素 ， 把 54 分 成 两 个 区 域 ge MS, HER Sis 使 
Xo 为 其 内 点 ; Sas 为 关于 Ss HR. 当 点 在 Sis 内 变化 时 ， 二 在 Sis 
内 变化 . 因为 > “在 Nw E, 所 以 有 

= .Ini dw (E") 
(2.29) I(x, D. 2° "h(x", x°, 2) foy r s [Enie E Ey? 


n-i [p(x, E ,1) 一 p(x, x, 2)) 
一 ? P LPlx, Est) PCr, 1, td wo 
Jez [Ea (xt, DEF H 1°” do(E”) ` 


maf, le Eleos (Was ze) ee p; 
+? p [90 Cx, EN PA be, Es dSe. 

因 为 中 (xz， E’, t) 为 一 连续 函数 ,所 以 给 定 了 任意 的 € > 0 ,我 
们 就 能 找到 ” = mn(e), 使 当 5w 的 直径 小 于 时 , (2.29) 右边 第 二 


项 不 超过 e。 以 后 ”将 被 固定 。 因为 当 x+ 一 +* 时 ，cos (Nw， rf’) 
0, RAW EE Sis WT, |x — E'l o BAER, MARTIE 
E: 如 果 ( 对 某 个 依赖 于 7 了 Me 的 mo) | xz 一 站 | < no N 2.29) A 
边 第 三 项 不 超过 e. 

至 于 (2. an 项 ,鉴于 (2.28)， 它 等 于 

— "a" x? x? dw CE”) 

(30) EE eG, Dah D len TE DE TE 

为 了 估计 (2.30) 中 的 积分 在 x 一 如 时 的 值 ， 我 们 考虑 函数 ， 


-人 re [全 


其 中 (4!) HIRE, mai 为 常数 . 先 作 代 换 5; 二 p57， 于 是 
o 一 p79/4t (其 中 9 = Za” E E), RAR SS 
,4167。 


p P i z A Hepp ire e = a i l > 
ee pH pe rth rap thn te fet aa: me rH pe :Hee Fi shri = =: 


f 3/4 
it) 一 2 | 8 -20 | ott eo do | dolt") 
A 0 
因此 ,有 
imi = 2r (2) (ae aale, 
limI() = 2 (=) 9" dale") 


另 一 方面 , 气 第 一 章 第 2 节 定 理 1 ,因为 
mI G) = [de(a)]" (2V = )”, 
所 以 我 们 断定 


do") | = ij “V2.5 
|, [Ea E; E T” [det(a*")] ne 


如 果 我 们 把 左边 的 积分 | 分解 为 两 个 积分 |， 十 [2 A, 4 


为 4 上 两 个 互补 的 半球 , 因为 映射 8” 一 — 8" E A A 的 点 彼此 
一 一 对 应 ,而 使 doo E") 和 [Za Er Ey O PEARS LA 


| S 1. 
因此 我 们 有 : 
| fee yl, 

ERE r> t, 5% 趋 于 A 上 的 半球 , 并 利用 上 面 的 等 式 
令 ai = a(x", 1), 我 们 就 得 到 , 当 * -> 2° 时， (2.30) 中 的 积分 趋 
于 

[det(a'i(2", 2))]-0,/2. 

回顾 (1.2.6) 中 CC’, 2) 的 定义 就 推出 式 子 (2.30)， 因 此 , 当 
r > xy itt, (2.29) 右边 的 第 一 项 收敛 于 一 p, D/2, 因为 其 他 
两 项 的 每 一 项 仍 不 超过 任意 给 定 的 。, 于 是 关系 式 (2.25) 成 立 . 

回顾 (2.22) 中 J 的 定义 ,可 知 ,对 于 Js 积分 中 的 积分 变量 E 
”以 及 所 有 充分 靠近 于 eH x, Ale 一 引 > const. > 0。 因 此 那个 
积分 在 2° 的 菜 个 小 邻 域内 是 连续 函数 ， 由 此 推出 
(2.31) lim, aCe, £) = Jala", £), 
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如 能 证 明 , 24 x — x’ 时， 
(2.32) I(x, t) — Ts(x, t) > Isl, t), 
那么 把 (2.31), (2.25) 和 (2.22) 结 合 起 来 ,并 注意 到 C, 2) = 0, 
就 可 推出 跳跃 关系 (2.21). 
为 了 证 明 (2.32), 取 ô, < 6, 并 写成 
ICa, t) = Lala, t) + Tala, t), 
(2.33) LCa, t) = Is Cx, t) + Ts (Cx, t), 
1,(x,t) = REF t) + I; Cx, z ) 
其 中 I; (x, t) 是 ls (x, 1) 的 其 余部 分 (也 就 是 在 集合 Ss — Sz, E 
取 的 对 吉 的 积分 ), 等 等 . 
我 们 首先 证 明 ， 只 要 3， 充分 小 并 与 * ER, BANTER 
e>0F 
(2 34) [75 Cx, t) — Is (x, 2)| 一 e。 
All FA 1.7), (1.8), 我 们 得 到 . 
| læ — Ẹl cos (N.e, #8) — |x — £'| cos (N.e, 5")| 


= | — &| < const. |x? — E HH < const. [x — E |tt, 


exp | — otee] — ep| 一 | | 


AG 一 r) 4(t— r) 
op | — Kle — ël} 198°C, E) — 9% Ce, E| 
< P| t—v | 4(t— r) 
CK 是 常数 ) 


[9E Cæ, E) 一 97 Cx, 8)| 
<S const.[(|x° — Ej + le zl Ix 一 去 | 
+ Is—8||lx— g|] 
< const.[(|* — E|" + le — r| |x — Ef? 
+ |x — EPt 
利用 这 些 不 等 式 我 们 推出 
|x 一 去 | cos (N,°, rE) exp| ote 


204 — x) tn 4G — r) 
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lx 一 局 | cos (Ny, re’) 


ee 


|- 


2(z — rite? 4(¢—v) 
const. 1 _ 
< (z — Tr) | y— ë |7 t28 G p min(a,4)). 
因此 ， 
(2.35) |1s (Cx, £) — Ih (x, 2) | 
f 1 1 
< t. | | oo dS; dr 
cons 0 JS5， (2 — r)“ lx 一 - 二 | 人 2 2 


+ 1.u.b. | — C(x, Tx, r) 
[| ees (ys, xE) 
0 Ss, 2(z — r) t” 
8z r, E 
4(t— r) 
Ep y(é) 是 法 线 Nw 和 Ns ZARRA. (2.35) 右边 第 一 个 积分 
是 绝对 收敛 的 ,而 且 当 6, 充分 小 时 ,可 以 使 它 任 意 小 . (2.35) Ad 
第 二 个 积分 是 有 界 的 , 且 与 2 无关, 因为 当 5 一 0 且 
C(x, rz)9p(zozr) 王 1 

时 , 它 与 (已 证 明 为 有 界 的 ) LC OBR .AN C, p 都 是 连续 的 ， 
而 当 6, > ORY cosy() 一 1 所 以 当 5 一 0 时 第 二 个 积分 前 面 的 
AFETE. 〈2.347 EHTE. | 

因为 La Ca., AY BRR PACK Be | FCs, t; & CRE 
所 以 利用 (2.16), 当 6, 充分 小 时 ,有 
(2.36 ) [Zs (x°, t)| <e, 

因为 在 I Cr, t), Is (xst), Ts Crs aN BARR PR, |x — El, 
1x — El, |x — 8 | 分别 都 不 为 零 但 有 寞 ,如 果 现 在 固定 5, XA 


当 x -> w cos (Nao, xE) > 0, 所 以 当 * 充分 靠近 x* 时 有 
(2.37) |Ts Cx, 1) — Is (x°, t) | < 6， |I Cx, r)! 一 5。 
综合 (2.37), (2.36), (2.34) 和 (2.33), (2.32) 证 明 完毕 .同时 
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x 


x exp | 一 | asya], 


完成 了 当 * 沿 法 线 Nw 趋 于 x* 时 (2.10) 的 证 明 . 
HEZE x EK TBST x* 的 一 般 悄 形 , ie HBS Ex 
最 近 的 点 . 我 们 首先 估计 


3 OU (x,t) OU(x, t) 
(2.38) Ov Cx, £) Ov(x, t) 


= `> [a;;(x°, t)cos(N a, x;) 一 a;j(%; t)cos(Nz, x;)] 


4 OU (51) 
Ox; 
据 (1.5),(1.6)， 因 为 & 为 任何 小 于 1 的 正 数 , Ble -—F]< 
lz 一 引 , 所 以 对 于 任何 e > 0, 有 


(2.39) OUD) < const. | aos 
Ox; S [x 一 ë [rt ay 
< 一 __const. | ds < const 
— = $ 
lx — x| s le — ë |rt ee lx — Xl 


因为 Nw 在 S. 上 Hilder 连续 (指数 为 1), 所 以 (2.38) 右 边 括 号 里 
的 式 子 就 不 超过 Ce 一 x1?)。 因 此 ， 如 果 把 (2.39) 中 的 s 取得 
INE By MA x e PAE 

OU (x,t) _ OU (x, t) 
Ov (x°, t) Ov(x, t) 
这 里 我 们 已 利用 了 EK, 它 意味 着 


lx° 一 ¢| < const.|x — ¥|. 


(2.40) < const. 


另 一 方面 ， 当 |x 一 x| < 8 时 我 们 已 经 证 明 
OU (x, 2) i /= | 
DG, D 2 PCE» 2) 
-$f T, tE) PCE, rz)d3sdz| < e, 


从 证 明 得 知 可 取 8 52 ER. AWM E ht G7) > pe), 
所 以 我 们 如 能 证 得 当 x 一 2° 时 积分 


> ja ( Gt gr) 
M (x, t) |; | ER PLÈ, v)dS; dr 
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UT M (x°, 1), 就 能 证 明 (2.10). 不 过 , 通过 利用 不 等 式 (2.12) 
和 类似 于 证 明 第 一 章 第 3 节 引 理工 时 所 用 的 那些 论证 ， 我 们 就 能 
推出 M(x, r) 的 连续 性 . 
3. 第 二 初 值 边 值 问题 的 解 

在 这 一 节 我 们 要 用 第 2 PER 来 解 第 二 初 值 边 值 问题 。 对 
于 由 (1.1) 定 义 的 Le RIZE S x [0,T] 上 给 定 的 连续 函数 p(x, 2), 
目前 的 问题 是 寻求 
(3.1) Lu€x,t)=f(x, 2) CHD x (0, T] W) 
(3.2) ulz, 0) =) ŒD E) 


(3.3) ea + Blx, u(x; t) = glx, t) GES x (0, T] 上) 


的 解 u, 其 中 fb. ge 为 任意 给 定 的 函数 ,而 (3.3) 中 的 补 靶 线 导数 
由 下 和 式 定 义 
Bulx,2) _ im uly, t) 

34) Ovtar) yr Onla, 1) 
其 中 大 是 以 x 为 顶点 且 含 于 D + {1} ADEM ARM. 定义 
(3.4) 比 (2.5.8) 中 的 定义 所 受 限制 多 些 . 

定理 2 设 工 满足 (4J)、(42)， 且 8 属于 CY. mR ÍX 
Fx Hilder 连续 (指数 为 a), Æ Q =D x [0, T] 上 是 一 致 的 ， 
如 果 册 在 D 上 连续 ,而 且 在 DD 的 边界 OD DED 邻 域内 为 零 , 如 
Refs xX [0,7] 上 连续 , 则 第 二 初 值 边 值 问题 (3.1) 一 (3.3) 存 在 
唯一 解 . 

证 明 首先 证 明 解 x《x, z) 的 存在 性 . 我 们 来 求 如 下 形式 
的 解 | 


G5) ulas) = || È TCs ss E> YPE, r)dse de 

十 | TC, t; Š, O)bCE)déE 

一 | | T(x, t; Es T)I(E, r)dë cr, 
Bh ? EREDAR. 
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Æ Sx (0, T] 上 考虑 水 数 


(3.6) Fa, p= | ss 02 PCEJdE 


_ |’ OT (x, t; &, 7) 
MR OE t ET ICE, db de 


+ Blest) | Tx, 1: Es OOM 


— B(x, t) | | I(x, £5 £ v fCé, r)dëdr 
— g(x, t). 
”利用 (1.4) 一 《1.6) 我 们 得 到 F Cr, t) 为 满足 
(3.7) | F(x, t)| S const. 
”的 连续 函数 . 


mE p(x, NÆS x [0, T] 上 的 连续 函数 , 则 利用 第 2 节 定 
理 1 并 由 下 的 定义 ,我 们 立即 可 知 ,边界 条 件 (3.3) 化 为 条 性 


(3.8) q(x, 1)=2 \ | eee + B(x, t)T (x,t; ë, = | 


Xp(E, r)dSedr + 2F(x, 1). 
4 


M(x, t: E, r) = 2 Or Cx» ts Eor) 


r) 7 . 
By(x, t) 十 28(x， T(x, t; Š,» r) 


并 利用 (1.4),《2.12), 我 们 得 到 


. const. .| 1 
(39) IMn | < Cs ae 


容易 证 明 , 积 分 方程 (3.8) 存 在 如 下 形式 表示 的 连续 有 界 解 p: 
(3.10) g(x, 1) =2F(, +2 X) | |, MOGs Ese) 


x F(E, v) dS; dr, 


其 中 M, = M, 而 
M ,rx, £3 Esr) 一 | | M(x, t; ys o)M (y> 0; E, r)dS, do, 
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让 我 们 来 证 实 (3.10) 右边 那个 级 数 的 收敛 性 ， 只 要 利用 (3.9) 和 
第 2 行 引 理 1 ,通过 类 似 于 第 一 章 第 4 节 中 与 积分 方程 (1.4.1) 有 
关 的 计算 ,就 可 推出 (63.10) 右 边 级 数 的 收敛 性 . 

证 明了 ww 满足 (3.3) 之 后 ,我 们 再 来 证 明 (3.1) 和 (3.2)。 从 第 
一 章 第 5 节 定 理 9 和 ZT 一 0, 即 可 推出 (3.1)， 至 于 (3.2)， 利 用 
(1.4) 可 知 ， 对 所 有 的 xf D, 《3.5) 右边 第 一 个 和 第 三 个 积分 当 
t—> 0 时 都 趋 于 零 . 由 基本 解 的 性 质 (4.1. 7): 因为 第 二 个 积分 收 
化 于 水 (x) ， 于 是 推出 (3.2). 

从 下 面 更 一 般 的 事实 可 推出 唯一 性 的 证 明 

引 理 2 unde H 是 (3.1) 一 (3.3) 的 解 ， 而且 (A), (4) 成 
WZ, SEC, 那么 对 所 有 的 (x, 1) EQ, A 
(3.11) lulx, | < KU.u.b. be + ub. le) 


其 中 天 是 仅 依 赖 于 工 , 8, 8 的 常数 。 
证 明 由 用 于 xz == v 一 1 的 定理 2 的 存在 性 证 明 ,， 存 在 满 
足下 列 条 件 的 函数 v(x, 2): 
Lo(x,t.)=—-1 (在 D x (0, 7] 内 )， 
v(x, 0) 一 1 (在 D 上 )， 


Sets. 2 + Bx, tolr, D = — 1 (E Sx (0, TIE). 


把 第 二 章 第 6 节 定 理 17 A BK Ait Av, 我 们 就 得 
到 ijx(x,z)| S 4v(x, 7), 由 这 个 不 等 式 即 可 推出 (3.11), 其 中 
A = lub. |f| +1u.b' igl +lub fol. 
现在 我 们 考虑 省 略 在 6D WIERD 邻 域 中 假定 p= 0 的 情 
E. 如果 对 定理 2 不 蓉 加 新 的 假定 , 则 代替 (3.7)， 有 


const. 1 
(3.12) KODES (z<:<1) | 
MAM 3.10), RIAR 

const. 1 
(3.13) | g(r, | S Te (+ LEZ 1). 


现在 注意 到 ， 即 使 不 假定 pe, 2) HAR, 但 假定 9 满足 


. 了 7 和 4 


(3.12) 也 可 应 用 第 2 节 定理 1 ， 事实 上 ， 把 单 层 位 势 分 成 两 部 分 
[| + (| 就 可 推出 这 一 点 ;对 于 eD, * > 3 第 一 个 积分 显然 
是 连续 可 微 的 。 而 对 第 2 节 定 理 1 的 证 明 稍 加 修改 就 可 应 用 于 第 
2 个 积分 (如 果 上 二 6)。 于 是 我 们 断定 ,如 果 积 分 方程 (3.8) 有 连续 
解 p(x, z)» (x € S, (<z < T), 并 旦 这 个 解 满足 (3.13), 则 u(x» t) 
满足 边界 条 件 (3.3). FRE 24 @ FO « 分 别 由 (3.10) 和 (3.5) 定义 


时, 则 * 满足 (3.3). 
u(x, t) 也 满足 (3.1) ,并 且 

《3.14 ) u(x, 0) = p(x) (x€D). 
我 们 总 结 如 下 : 


推论 1 ”如 果 在 定理 2 中 我 们 取消 上 在 8D 的 某 个 D 邻 域 
内 为 零 的 假定 , 则 (3.1) ,(3.14),(3.3) 的 解 存在 . 
注意 ,我 们 并 没有 断言 这 个 解 在 9 内 连续 甚至 有 界 , 即 它 
在 ODA {二 0} 近 旁 可 以 是 无 界 的 . 在 对 由 和 a 作 了 某 些 补充 假 
定 后 ,我们 可 以 断定 这 个 解 是 2 内 的 连续 函数 , 即 ; 
推论 2 ”倘若 在 定理 2 中 我 们 省 略 了 在 8D HERD BR 
内 中 一 0 的 假定 ,而 代 之 以 假定 在 9D 的 某 个 邻 域 D' 内 函数 (x) 
和 a(x, 0) 有 定义 ， 而 且 是 连续 可 微 的 ， 则 定理 2 的 论断 仍 为 
真 . 
证 明 我 们 象 在 定理 1 的 证 明 中 那样 进行 ,但 以 
AG, D = | PG 85 Es OCA 
来 代替 (3.5) 右 边 的 第 二 个 积分 ， 其 中 D*DD, D*CD+D'. 4 


果 我 们 能 证 明 对 于 某 个 & < = 有 


(3.15) | |D.A(x, #)| < OBS 
i 


Wl (3.12), (3.13) HRN E< 二 成 立 , 于 是 把 定理 2 及 其 第 一 个 
推论 的 证 明 综 合 起 来 ,就 得 出 推论 2 的 证 明 . 
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RE xt pea 
A(x, t) = N T(x, t; Ë, OPCE) dé 


证 明 (3.15) 就 够 了 ,其 中 D 是 8D 含 于 了 中 的 某 个 邻 域 . 首先 考 
虑 热传导 方程 的 情形 .于 是 


DACs, i) = |, DTCs t; E, 0)0CE)as 
一 一 | [DeT (x, t; Es 0) 1b(E)dE 
一 | Ta. +; E> 0)Dey(5)45 + 边界 积分 
于 是 推出 s 一 0 的 (3.15). 
对 于 一 般 情 形 ， 我 们 写成 了 = 一 Z 十 | Z® ( 见 (1.2.8)) 并 相应 


地 分 解 4.《 利 用 ales 0) 的 可 微 福 ) 第 一 个 积分 可 类 似 于 热传导 
方程 的 情形 来 处 理 . 第 二 个 积分 的 导数 (利用 (1.5), (1.4.8)) 可 直 
接 估 计 , 所 得 到 的 界 是 const./ (e > (1 一 0@)/2). 

我 们 证 明 一 条 类 似 于 引 理 2 的 有 用 引 理 来 结束 本 节 ， 这 条 引 
理 关 于 6 的 假定 多 些 , 关 于 L,5 的 假定 少 些 . 它 类 似 于 第 二 章 第 
3 X589 Cd). | 

引 理 3 6k 4 2G3.1)—-G3 BELE =D x [0， 
7 了 ]】 上 是 抛物 的 ,有 旦 有 连续 的 系数 ， BC x >» th<—m<0,H S 是 
Fc’ 类 的 , 则 
(3.16) {u(x, 2)| < K(.u.b. |f] + lub. [g] + Lub. |$), 
FE K EM KM L, 8AA RIA. 

证 明 不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 假定 c(x, 2) <0. RPA 
(比较 (2.3.11)) | 

h(x) = A — exp[ACx, — x] (A> 1). 

” 取 4 充 分 大 ,使 Lh < 0. 其 次 取 A4 充 分 大 ,使 在 5 上 有 


ORL) + B(x, t)h C£) < lexp[aCe — x1] 
Ov (x,t) 
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一 pold 一 exp [àC 一 x) 1} <= 0. 
现在 我 们 可 以 把 第 二 章 第 6 节 定 理 WAT Eo 和 
ws) = A'(Lu.b. |f] 十 tu.b.lgl + Lub. |p|) Als 
其 中 A’ 为 某 个 仅 依赖 于 4 的 常数 ， 因 而 断定 jxCx, 2)| S w(x)， 
由 此 推出 (3.16). 
4. 单 层 位 势 的 进一步 结果 
我 们 不 加 证 明 地 陈述 单 层 位 势 的 若干 补充 结果 在 定理 1 的 
BEF). 
定理 3 由 (2.1) EXPR U(x, 1.) OD x [0,T] 
上 对 于 任何 0 二 8 <1 是 Holder 连续 的 (指数 为 3), 也 就 是 说 
对 于 所 有 的 (x, 2) EQ, (8, NYE QA 
[UCx, 1) — U(x, 2°)| < const. 一 oo 
[e — xf? t [e P| ` 


定理 4 AA 


01 arlet; Er) 
HCx, t) | | Cr z) pC(é, r)dS; dr 


在 Sx [0, T] 上 Hilder EM, 其 指数 为 小 于 28/3 HEAR, 其 
中 6 一 min(a， 1). 

定理 5 mR plr, t) 关于 x 是 Hilde 连续 的 ,关于 ES, 
E 芝 tT 是 一 致 的 (e 为 任意 正 数 ) , 则 OU(x, t)/Ox;G = 1,°°°, 
n) 在 DX [e, T] 内 一 致 连续 (C JEBEM). 

我 们 陈述 有 关 体 位 势 的 结果 、 . 

定理 6 如 果 f(x, ?是 8 内 的 连续 函数 , 则 体位 势 

M Cz, t) = | | T(x, t; £, T)f(E, TdE dr 

以 及 它 的 一 阶 导数 OM /8x; EQOA Holder 连续 (指数 为 9), 9 为 
小 于 1 的 任意 正 数 . 

定理 3,4, 6 的 证 明 都 基于 研究 位 势 性 质 时 所 用 的 那 种 考虑 
方法 ( 见 第 一 章 和 本 章 第 2 节 )， 其 细节 见 [98]. 定理 :的 证 明 
《其 细节 见 [100]) 稍微 难 些 ， 在 其 证 明 中 还 要 证 明 : 如 果 ES, 
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而 Dw 是 在 x 处 与 5 相 切 方向 的 导数 , 则 


(4D tim Dee, £) = | È dere, 13 & rele rS; dr, 
(4.1) 右边 的 广义 积分 一 般 说 来 并 不 是 绝对 可 积 的 ; 它 在 Cauchy 
主 值 意义 下 收敛 . 

(4.1) 表明 , 切 向 导数 在 穿 过 边界 s 时 连续 地 变化 , 这 和 单 层 
位 势 的 补 法 向 导数 的 跳跃 大 不 相同 . | 

从 定理 6 推出 ,(3.6) 所 定义 的 函数 F(x,z) 在 5S x (0, 7] 上 
Hilder 连续 .利用 定理 3, 4, 对 于 (3.10) 的 级 数 3M Cr, t; Esr) 
我 们 可 以 建立 Hilde KH. 由 (3.10) 可 以 导出 9 的 Holder 连续 
性 .因此 ,我 们 应 用 定理 5 可 推出 (3.5) 右边 的 第 一 个 积分 在 万 x 
Le, 7T] 上 (为 任意 正 数 ) 对 + 可 微 , 且 导 数 一 致 连续 . 据 定理 6 对 
于 第 三 个 积分 和 第 二 个 积分 也 有 同样 的 结论 ， 因 而 我 们 得 出 下 面 
的 推论 . 

推论 。 定理 2 中 的 解 * 的 导数 6u/6x; 在 D X (e, TILE 
一 致 连续 的 〈s 为 任意 正 数 ). 
5. 积分 方程 

线性 积分 方程 的 理论 发 展 得 很 完善 ， 它 的 基本 结果 早已 为 人 
们 所 熟悉 ， 因 此 人 们 自然 地 试图 把 微分 方程 的 问题 归结 为 积分 方 
程 的 问题 .在 第 一 章 第 4 节 以 及 在 本 章 ( 第 3 节 ) 我 们 都 把 解 的 存 
人 在 性 问题 归结 为 求解 Volterra 型 积分 方程 的 问题 。 在 下 一 节 以 及 
往 后 的 一 些 章节 中 我 们 将 会 遇 到 更 一 般 的 积分 方程 .在 这 一 节 我 
们 将 叙述 某 些 今后 需要 的 有 关 积 分 方程 的 主要 结果 

Re 和 y 在 R* 的 有 界 〈 而 且 可 测 的 ) 闭 集 G 上 变化 ， 而 设 
K(x, y) 为 定义 在 G x G 上 的 连续 复 值 函 数 . 给 定 了 任何 连续 复 
值 函数 f(x) 和 任何 复数 1, 考虑 方程 


(5.1) Pa) — a | Kles edy = 1). 
关于 下 的 每 一 形 如 (5.1) 的 方程 称 为 (第 一 种 ) Fredholm 型 的 


The E pA 


则 称 之 为 第 二 种 方程 ) K(x, y) 称 为 积分 方程 的 核 在 下 文中 如 
无 相 及 的 明确 说 明 ,我们 仅 考虑 连续 解 . 
我 们 一 起 考虑 (5.1) 及 其 相应 的 齐 次 方程 


(5.2) p(x) 一 1 | K(x, y)ply)dy 一 0 


如 果 对 于 某 个 1，(5.2) 的 非 平凡 解 存在 ( 即 p 关 0 的 解 ), 则 1 称 
% (5.2) 的 特征 值 , 或 者 称 为 尽 的 特征 值 ,而 称 这 个 解 9 为 特征 函 
数 ， 由 对 应 于 某 个 1 的 所 有 特征 函数 组 成 的 线性 空间 称 为 对 应 于 
1 的 特征 空间 Ceigenspace), 其 维 数 记 作 NC). 

连同 (5.1), (5.2), 我 们 考虑 积分 方程 


(5.3) be) 一 用 | Kly, z) (y)dy = g(x), i 
(54) be) — 1 | RO Hoey = 0, 


其 核 K*(x, y) = = KG, x) 称 为 核 K(x; y) 的 伴随 核 . 我 们 称 
(5.3), (5.4) 分 别 为 (5.1)，(5.2) 的 伴随 方程 . 

Fredholm 互 斥 性 内 容 如 下 : 

(a) 如 果 1 不 是 (5.2) 的 特征 值 ， 那 么 1 不 是 (5 4) 的 特征 值 ， 
并 且 对 于 每 一 个 连续 函数 f 和 g, 《5.1) 和 (5.3) 分 别 存在 唯一 的 
解 Ps $ 

Ch) 如 果 1 是 (5.2) OTE. Æ (5.4) 的 特征 值 ， 维 数 
N(7) 是 有 限 的 ,并 且 等 于 (5.4) 的 解 的 特征 空间 的 维 数 V*(X)， 最 
后 ,对 于 任何 连续 涵 数 fg), 当 且 仪 当 f(g) 和 (5.4)((5.2)) 的 所 有 
特征 函数 正 交 时 , 即 对 所 有 满足 (5.4) ((5.2)) 的 中 都 有 

| KO Br)ar = 

IY, (5.1) ((5.3)) 才 有 解 存在 . 

显然 ,如 果 1 是 一 个 特征 值 , 且 (5.1) 有 解 ,那么 这 个 解 不 是 唯 
一 的 。 两 个 解 的 差 是 一 个 特征 函数 . 

Ma), (h) 我 们 推出 下 面 有 用 的 结果 . 

(c) 如 果 齐 次 方程 没有 非 平凡 解 ， 则 非 齐 次 方程 对 于 任何 连 

79， 


渎 的 右 端 有 唯一 解 . 

往 后 我 们 需要 Ce), CO) 的 以 下 推广 : 

(a) 如 果 当 xceG,yec xe yh, Kes y) 连续 ， 而 且 对 凑 
个 ss 二 0 有 


(5.5) |K(z, y)| < — 


| x — y |” 
N] Fredholm 互 斥 性 ( 即 Ca), (8)) 仍然 有 效 ， 

当 x 一 7 时 核 K(x+, y) BALAN, 称 之 为 奇异 核 . 满足 
(5.5) 的 奇异 核 称 为 可 积 的 . 

Ce) 欧 氏 测度 dx 由 一 般 测度 d(x) RS, 前面 所 有 的 结果 
仍 为 真 .车 G 是 在 连续 可 微 的 # 维 流 形 上 的 紧 区 域 ， 则 当 以 G 的 
曲面 元 素 代 替 dx 时 , (a4) 一 (4) 仍然 有 效 . 

(f) 如 果 Klr y) ÆG x G 内 分 段 连续 ， 且 记 pp 和 8 也 是 
分 段 连 续 , 则 前 面 所 有 的 结果 仍 为 真 ， 

Cg) 存在 一 个 正 数 4%。 使 得 每 个 +4(14| <1) 不 是 特征 值 ， 


而 且 (5.1) 的 解 可 以 表 为 如 下 形式 : 
(G56) pe) =H) Hal Rs ys Dd 
此 处 : | 
(5.7) Ray ys 2) = DI W KIs y) 


H K,(x5 y) = K(x, y)> 
Kjri(x, y) -| Kx» E)KCE; y ak, 
PAK R(x, y; 2) 称 为 K 的 预 解 式 . 
wR G = {{z, 1); CB a<i<b}, 其 中 B, 是 一 致 有 界 
的 、 闭 的 (可 测 ) 区 域 , 则 可 把 (5.1) 写 成 如 下 形式 。 
(5.8) gls) — a | | Kst Erp ddr = Kast). 
BEH r>: 时 | E 
(5.9) Kz, t; Š, r) 一 0, 


* 180.9% 


WC5.8) 40% 
(5.10) p(z,4)—Aa | | Kle, t; zs r)olt, v)dtdv = Kz, t). 
我 们 说 这 个 .积分 方程 是 Voltera 型 的 。 如 果 由 (5.9) 扩 张 天 , 则 可 
以 把 (5.10) 的 任何 一 个 Volterra 型 方程 写成 (5.8) 那 样 的 Fredholm 
型 方程 。 因为 扩张 后 的 六 仅 在 上 一 > 有 第 一 种 间断 ， 所 以 〈c) 一 
G) 的 所 有 结果 对 于 (5.10) 仍 为 真 . 此 外 : 

(A) Volterra 型 方程 没有 特征 值 ， 于 是 可 以 把 解 表 为 (5.6)， 
、ws7) 的 形式 . 
6. DLHE 

设 DCR’ 为 有 界 区 域 , 而 


> ~ u x Ou 
C ) . ijel sj G) Ox; ax; i = 1 C) Ox; e Cx)u 


为 DD 内 的 椭 贺 算 子 . HHEN y €D, 考虑 常 系数 椭圆 算 子 


2 
(6.2) | Lou = >) a40) Ou 


iyj=1 Ox; Ox; 
设 CaO) 是 (ai;(y)) 的 逆 和 矩阵 ,并 引进 
(6.3) 


[Eai Cy) (x; — yi) Cry — 99 19°F? © 
> 
log [ Da’? xi — Yi) Cy — yp) 
nt Ga” ayo 
容易 验证 ， LTC, y) = 0, 并 且 
P(x, y) = 0C|x — y|), 
DT, y) 一 OC |x 一 y|) 
Di (x,y) = 0C|x — y|). 
定义 HRAT, y) 对 于 DD 上 所 有 的 x, yle y) 都 有 
定义 ,而 且 对 于 某 个 4 > 0 和 五 内 所 有 的 x, yle =y) 满足 
(64) DET (x, y) — Pole, y)] 一 0(x 一 多 2) 
(i = 0,1,2) l 


T(x,y) = 
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WRR Pas y) HR Lu = 0 的 基本 解 ， 如 果 对 于 每 一 个 ED, T 
作为 zx AY PAIK WENE 
(6.5) LTx, y)=0 (Cxe€D, xy), 

另外 ， 如 果 对 于 所 有 的 yeD 和 x€5S《 其 中 5 为 马 的 边界 ), 
PFCxyy) 一 0， 则 称 工 为 Green RA. 显然 ， > Teas y) 是 Lou 一 0 


的 基本 解 . 
假定 * 在 D 上 光滑 ,v= 二 TT*(x， y) 在 D 上 光滑 (T* 为 Lv = 0 


的 伴随 方程 L*v 二 0 的 基本 解 ) ,边界 $ 也 是 光滑 的 ， RAMEE 


子 的 Green 恒等式 (1.8.4), 我 们 立 吕 得 到 


(6.6) uly) 一 一 | T*(x, y)Luļlx)dx 


一 >), {> [PPG yeu (a) Eo? 
一 Do Ge 一 uT”, p Paa] 


+ BOTE, y yue)| cos (N; id5 


其 中 Ne 是 $ 在 * 处 的 内 法 线 ， 这 是 一 个 有 用 的 表示 公式 . 
”在 是 5 上 的 椭 国 算 子 ,其 系数 在 世上 Hlder 连 续 的 假定 下 ， 
箱 用 拟 基本 解 方法 ,可 以 构造 如 下 形式 的 基本 解 


(6.7) Pes y) = Tales v) + | Toles OC, y)dg 
+ 2 ai(«)B:Cy). 
在 构造 工 的 过 程 中 ,我 们 引进 体位 势 
V (=) = (Tole, ECEE, 


可 以 证 明 , 如 果 了 为 Halder 连续 , 则 LV(x) = —f(x), ORS 
积分 方程 是 Frecholm 型 的 .我 们 选取 函数 o, p; 以 使 在 过 到 互 . 
Fe GLZ 5 7) 时 ,保证 对 Q@ 的 积分 方程 仍然 有 解 。 
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单 屋 位 势 是 如 下 形式 的 函数 
(6.8) U(x) = | Cx; yply)dS,s 
如 果 SE ct?*, 那么 可 以 证 明 . 对 于 任何 2° € 5 | 

m OU) _ a L Oey 4 | ORG?” | 
(6.9) a By (2) > p(x’) + | By Ci) ply) ds,, 
其 中 v(x ) 为 在 x 处 的 内 补 法 线 ,KK 是 以 oo AMAR TF D+ {x} 
内 的 任何 有 限 闭 锥 . RITTAA AX —BRER ARIE Neumann [A] 
题 归 结 为 求解 如 下 形式 的 积分 方程 的 问题 
OT (x, Y) 

(6.10) pa =a |, [he + acre, Pees 

l + F(x). 
这 个 方程 是 Fredholm 型 的 . 从 第 5 节 推 出 ， 如 果 F = :0 就 意味 
着 q = 0, 于 是 对 任何 连续 的 F, (6.10) 的 唯一 连续 解 9 存在 ， 因 
而 ,如果 B8 三 0, LSZ 0, c <0, 则 由 第 二 章 第 7 节 末 了 所 提 到 的 
唯一 性 结果 推出 ， 如 果 Se c?, 则 (6.10) 存 在 唯一 解 . 此 外 ,如 果 对 
所 有 的 x, p(x) <0, 那么 只 需 假定 SE ce RET. 我 们 断定 不 
论 是 哪 一 种 情况 ，Neumann 问题 
(6.11) Lu=f 在 DD 中 ， 

Bu 


g, TOSE AES E 


存在 唯一 解 . 这 个 解 在 D 中 有 一 至 连续 的 一 阶 导数 《比较 第 445 
的 推论 ) 

我 们 证 明 一 条 和 第 3 节 引 理 3 相关 似 的 有 用 3| 理 来 结 iR x 
节 ， 

引 理 4 LEED Lae ROMS, c(x) < 0, 
B(x) 过 一 pw 二 0, SE c. MRA EOI: 
| (6.12) le (x) | < K(..u.b.|f| + lub.lgl), 


Ak K HMM L, D, 8 的 常数 . | 
关于 Neumann AMA, KEK (6. 12) 和 不 等 式 (2.7.5) 类 
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证 明 设 h(x) 是 第 3 节 引 理 3 证明 中 所 引进 的 那个 函数 ， 
并 设 

vx) = A'(Lu.b.[f] + lu.b.| g|)4 Cæ) (A’> 0). 
”对 于 基 个 仅 依 赖 于 4 的 4', BRA = sv tu 在 DD 内 满足 Le <0, 
在 S 上 满足 8&/ay 十 Bz 二 0。 如 果 z& 在 DD 的 某 点 处 为 负 , 则 在 
某 点 y€5 处 取 其 负 的 极 小 值 . 由 此 8#/6» > 0, 在 处 pz 0， 
我 们 就 得 到 矛盾 ， 因 此 ,在 DD 上 # 宇 0, 即 || se, ERZE. 


[a] 题 


1. 试 证 明 第 2 节 引 理 1. 
[提示 : 对 于 充分 小 的 jz — 4] :比较 在 Ss 上 的 积分 和 在 Ss 上 的 积分 .|] 
2, BE) (A)R SETH 通过 第 三 章 第 7 节 引 理 1 ,把 工 扩张 
到 0<:<T 上 ,并 象 第 一 章 那样 构造 。 设 (#,， r+)€ Dx[0, 0)， 试 证 明 : 对 
Fo>t, 存在 连续 函数 07593 5 zz)， 它 满足 
[9(75 93S T)| <const.(o — t) "|y — |" t+ B = min(a,A)), 
并 使 得 蚂 数 | 


H( x; t; E, T) = | | t3 Ns 9)P( Ny 958, T) dS, do 
满足 条 件 


-OH(x,i1; 8,7) 。 OF(x%,t3§5T) _ 
Select) H(x,¢3§,t) = —~~222 + MER 7 r(x, ET). 


其 中 6/Ov 由 (2.9) 定 义 , Neo 为 5 在 x" 处 的 外 法 线 . 

[提示 : 利用 定理 1, (1.4), (2.12) 和 引 理 1.] 

3. 设 工 是 在 带 形 区 域 0<: < 中 有 连续 系数 的 扫 物 算 子 .证 明 : 如 果 在 
0 (关于 0<t<T) 的 余 集 6 内 Lu=0, 在 D( 关 于 放 ) 的 余 集 5 上 w(x, 0)=0， 
在 Sx《0,T] 上 6x/6v — u 一 0, 如 当 lz| 一 co 时 Lab|%z。 bj 一 0， 则 在 ĝ 
the = 0 (0/dv 的 定义 , 见 问 题 2)， 

[提示 : 利用 极 大 值 原理 .1] 

4. 在 问题 2 的 同 梓 假定 下 ， 证 明 G(x, t; 5, T) = Hle, t; 5s r) - 一 rs, 
t,8,7) 是 Lu =0 关于 D 的 Green HA. (把 这 个 结果 和 第 三 章 第 7 HE 
理 16 比较 .) | | 
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[提示 : 利用 问题 25 3.) 


5. 除 用 Smt) + B(x， MCa 1) 一 0 代替 边界 条 件 (3.7.4) 外 ?可 以 


类 似 第 三 章 第 7 节 Green 函数 那样 来 定义 柱 体 的 Neumann 函数 . 

试 证 明 Neumann 函数 的 存在 性 . 

[提示 : 人 象 证 明 第 三 章 第 7 节 定 理 16 那样 进行 ，( 代 替 极 值 原理 ) 利用 
第 3 节 引 理 2.) 

6. 设 SeEecs。 试 构造 一 个 函数 l), BED 上 两 次 连续 可 微 , 且 对 所 有 
HJ x° E SPHE OG(x°)/ON,0 = — 1, 66(x?)/6Tw 一 0, 式 中 Nx 为 5 在 x 处 的 
内 法 向 ,而 Tw EE x 处 与 5 相 切 的 任何 方向 

[提示 : Ox) Hx 到 5 的 距离 。 对 于 某 个 se > 0, 当 0(x)<eo 时 , 取 
E(x) = (8 — 0(*))?/352, 在 别处 , 取 6Cx) = 0, ] 

7. 设 工 是 五 x[o,T] 上 有 连续 系数 的 抛物 算 子 。SE 后 ,并 设 zx) 是 在 3 
上 变化 并 指向 马 的 内 部 的 连续 方向 , 试 证 明 : 如 果 w 满 足 (3.1), (3.2), H 
在 SxX(0, T] 上 满足 bu/6r + Bu = g， 其 中 6 为 任何 连续 函数 。 则 不 等 式 
(3.11) 成 立 ; 式 中 Kk 仅 依赖 于 5, 6， 9 和 函数 T. | 

[提示 : 比较 x 和 ”= deth, Ep dye, b 为 常数 ,而 < 如 问题 6 中 
所 述 ， 再 利用 第 二 章 定理 17 .] 
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第 六 章 
解 的 渐 近 性 态 


引言 ale, O 为 热传导 方程 ua 一 ws 一 0 在 半 带 形 区 
mOSr<1,0<1< 0 内 的 解 ,假定 ulr, 0) = {00 委 x 三 
1), u(0, t) = (1, 2) = 0) (0 LIK 00), 如 果 f(x) 是 连续 可 微 
的 ,并 且 KO = KH1) = 0, 则 f(x) 可 展 为 一 致 收 伍 的 正弦 级 数 
> Gn sin nx, 


n=1 


FER ule, 1) 可 以 用 显 式 表示 为 
(0.1) u(x,t) = Yo, ot sin nats 


因此 , 4 oo 时 , u(x, 1) -> 0。 而 且 u(x, t) 指数 地 趋 于 零 , 即 
(0.2) |uCx, z)| <const.e~**, 

在 这 一 章 我 们 要 证 明 当 + 一 co 时 和 第 一 、 第 二 初 值 边 值 问题 
解 的 收 伍 性 有 关 的 定理 .我 们 还 要 导出 对 于 解 的 渐 近 展开 式 . ff 
的 定义 区 域 不 必 是 柱 形 的 . 

从 (0.1) 我 们 还 看 出 , 如 果 当 * ->co 时 u(x, 1) — 0 比 任何 指 
数 e-2( > 0) 都 快 , 则 x 三 0。 在 第 8 节 我 们 将 证 明 一 般 抛 物 型 
方程 有 类 似 的 结果 . 所 用 的 方法 也 可 用 于 证 明 “ 后 向 ” 栅 物 型 方程 
的 唯一 性 定理 。 这 样 的 唯一 性 定理 将 在 第 7 节 证 明 , 并 在 第 8 节 
中 使 用 它们 | 
1. 第 一 初 值 边 值 问题 解 的 收敛 性 | 

设 D ARE Cr, t) = Cy £as £) 的 (x 十 1) 维 空间 中 的 
一 个 区 域 , 它 由 上 = 0 上 的 区 域 B 和 半空 间 0 < 上 二 co 中 的 流 形 
S 所 限定 ， 假定 对 了 每 个 >0, 集合 B, = DNA =r} 为 一 非 


+ 86> 


z7r TR eV lhe ee ee i 


os Ay LK a HES 
D:-= DN{0<t<r}, S= sAr}, 
ie Cidx 空间 中 的 2 维 有 界 区 域 。 86C，6B, 分别 记 C 和 B, 的 
边界 . | | 
以 后 我 们 将 规定 B, -> C 的 意义 如 下 : 
(D) 当 上 一 co 时 ， 
1.u.b， gl.b.|* — y| 一 0， Lub. gb. |x — y| > 0; 


(x, re By VEC (x t)€B, 
(D) ZE OC 的 点 = 和 使 (xs 1) € OB, HHA x, ZE A 
对 一 的 连续 对 应 x<—>x,, FF H 4 上 一 co 时 ， | 


lu.b. lx, — x| 一 10。 


~ (D) 相当 于 这 样 的 叙述 : 对 于 每 个 e > 0， 存在 。 Ay, 使 得 当 
i> 4 时 ,对 于 任何 7 上 CM B, 中 的 (x, t) EE B, 中 的 点 (x，, t) 
Aye C, 使 得 |x 一 7y| 二 e,|x 一 y| 二 e。 

定义 ”如 果 对 于 每 一 。 > 0 存在 6 > 0, 4 之 0, 使 得 当 |zx 一 
y| <8, t> th A |w(x,2)-~@|_<e, BARNA, = 
x —> y, t—> o hf w(x, t) > v(y)((x, 2) ED, ve C) 并 记 为 

lim wlx, t) = v). 
如 果 5 和 o 都 与 ?无 关 。 那么 我 们 就 说 ， 收 敛 性 在 只 上 是 一 致 
a. mR THER & > 0 存在 一 个 加 :使 得 当 i > ton (x， t) ED 
时 (2 > tolx, 1) E S) Al a(x, 1)| < e, RRR, 4 toh, 
在 万 (3) 内 一 致 地 w(x, +) > 0 RICH lima (x, 1) = 0). RWU 


ASE ORE lim sup w(x, t), liminf w(x, DEH. 因而 ,如果 在 最 

后 这 个 定义 中 ， 以 w(x, t) <e Re | w(x, t) | <E, 我 们 就 说 ， 

在 D(S) 上 一 致 地 有 limsup w(x, t) <0. 

”考虑 方程 
ey Pu y Sle Ot 

GD Lu DB) wiles D) 5S + Dis oe 


fyj=1 
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+ C(x; du — ÎE = Kx, t) (在 DD 内 )， 


(1.2) Low 一 > aii) == 2z 4 zt > b; (x) 六 at C(x)v 


其 中 u = uCx, t), = v(x) PELRA 


(1.3) u(x,t) = h(x, t) (在 S E); 
(1.4) u(x) = h(x) (在 6C 上 ). 
我 们 需要 下 面 的 假定 ; 


(4) 存在 常数 M' > 0, 使 对 所 有 的 (x,z)€ D 和 所 有 的 实 矢 
E E, 有 Dajt E > M'E. LARGE D 上 的 连续 函数 ， 它们 
都 是 有 界 的 , 即 [aj] << M, |b] <M, |C| <M. 

(B) 4 r—>y, t>olt, 在 D 上 一 致 地 有 a(x, t) —> 
aiy) REF t)—> b; Qy), C(x, t) 一 > C(y). 而 且 a; Cr), b;(«), 
C(x) 42 C 上 Holder 连续 (指数 为 a). | 

(CC) ee t)4E D 上 连续 ,并 且 当 x> Y, 00 时 ,在 D 上 一 
Hb f(x, t) > f(y); 此 外 , (x) 在 C 上 Hilder 连续 (指数 为 0). 

下 面 我 们 用 假定 (D) 的 记号 来 叙述 一 个 关于 % 的 假定 : 

(CE) h(x, t) 在 S 上 是 连续 的 , Be 一 co 时 ， 关于 x€ OC 
一 致 地 有 h(x;, t) > h(x), 

注意 ， CE) 意 即 h(x) 是 OC 上 的 连续 函数 . 

现在 我 们 陈述 有 关 (1.1),(1. SHS MUSK TCI. 2),(1. 4) 的 解 的 
EH, 

定理 1 设 w 为 (1.1), (1.3) 的 解 ,其 中 f 是 D 上 的 连续 函 
MAES 上 的 连续 函数 ， 并 设 (4) 是 满足 的 . 此外， 假定 区 域 
B:(0 委 上 一 co) 在 Ri 上 的 投影 是 一 致 有 界 的 ， 并 且 假 定 对 万 , S 
Al D 分 别 一 致 地 有 | 
(1.5) lim f(x, 1) 一 0， limACx, £) 一 0，limsup Clr, OD <0, 


那 未 在 互 上 一 致 地 有 
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(1.6) lim u(x, t) = 0, 


定理 2 ”假定 (4), (B), (C), (Dı), (D), (E) 成 立 ， 
C) <0,H Ce ct, 如果 w(x,?) 是 (1.1),(1.3) 的 解 , 则 在 D 
上 一 致 地 有 | 
(1.7) lim u(x, t) = vy), 
其 中 v(x) % (1.2), (1.4) 的 唯一 解 . 

定理 1, 2 的 证 明 将 分 别 在 第 2, 3 节 中 给 出 。 
2. 定理 1 的 证 明 

考虑 函数 | 
(2.1) p(x) = e — eM, 
其 中 尺 为 对 于 所 有 的 (x, z) ED 满足 R 之 2x 的 任 一 正 数 , 而 4 
是 待定 的 正 的 常数 . p(x) 在 DD 内 满足 

Loe) = — a(x, t) et: — b,x, Jhe’ | 
+ C(x, t)Ce*® — e*:), 

利用 (4), 我 们 可 以 取 4 充分 大 ,使 得 在 D 内 
(2.2) Lols) < —2e + C(x, t) (et — e*), 
现在 让 7 固定 .从 (1.5) 中 的 不 等 式 可 推出 ， 对 茶 个 充分 大 的 as 
在 D — Ds 中 有 


(2.3). C(x, t) (e 一 e?) < eM, 
把 这 个 不 等 式 代 入 (2.2) , 我们 得 到 ,在 D 一 Ds 内 有 
(2.4) Lo(«*)<— ô, 
其 中 6 = g.l; .t b.e™*, 

4 . 
(2.5) 5 一 g.1.b.9 (x), 8 = 1.u.b.p (x) 


FE D 一 D, 内 考虑 函数 
(2.6) P(x, 1)—e eer 十 6 ee). +4 ee) en Teo 。 


0 


He, 4,7 为 任意 正 的 常数 ; 且 ec 65， 据 (2.4) 有 
189 ， 
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(2.7) Lob(x, t) < — g — ô e — § A e770) 


oo dy 
Ab, -yuo 
+ y EN er 
取 
(2.8) r= 6/8, 
就 推出 ,在 万 一 Dv 内 有 
(2.9) | Lplx, t) < — 6。 ~ 
显然 ;对 于 Cr, a) € Bos 有 
(2.10) 中 (xz， a) >A; 
WF G@,H€S—S,, A 
(2.11) p(x, 1) >. 


现在 从 (1.5) 推出 ， 对 于 任何 。 > 0, 存在 o = ale), 使 得 在 
D—D, A 


(2.12) | f(x, D| <e, 
在 SS 一 S 上 l o 
(2.13) |ACx, 2)| <e, 


我 们 可 以 假定 c(e) > 5， 取 4 一 Lu.b.|x(x，o)|， 并 利用 不 等 式 
(2.9) 一 (2.13)， 我 们 就 可 以 在 D 一 D, 内 把 第 二 章 第 6 HEF 16 
MAF uñ gp. .于 是 ， 我 们 断定 ， lu(x, +)! < plx, 7), Bp 24 
‘>a — —log4 |, 时， 有 | 


| (ulr, t)| S Aye + Age to? S 2A, 
其 中 Ay, 4 是 正 的 着 数 ，4 KRT P. 这 就 完成 了 定理 1 的 证 
明 . 
从 前 面 的 证 明 我 们 还 可 导出 以 下 的 推论 ， 
推论 1 如 果 t> o> WA 
(2.14) . rex | < doll ub. If! + Lub. |4] 


+ [I u. l-b. ne | ] -ro 
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其 中 A, HOR P 的 常数 ， 
推论 2 ”如果 用 分 别 在 DP,S 和 D 中 一 致 地 有 
(2.15) limsup|f(x, i)| <e, limsup| A(z, t)| <a, 


limsup C(x, 74) <0 
(其 中 e > 0) 来 代替 (1.5), 则 在 D 上 一 致 地 有 


(2.16) lim sup| u(x, 2)| S Age, 
其 中 A, 是 仅 依 赖 于 9 OS Re. 


推论 3 如果 用 分 别 在 D, S, D 中 一 致 地 有 
(2.17) lim inf f(x, t) > — e, limsup A(x,4) Se, 


limsup(x, ¢) <0 
f -> 


Gth e > 0) RRB (1.5), 则 在 万 上 一 致 地 有 
(2.18) limsup u(x, t) < A> 


其 中 Ao 为 仅 依 赖 于 的 常数 . 
可 以 利用 不 等 式 (2. 14) 给 出 逢 的 显 式 的 办 我 们 举 出 两 个 全 
F, 
| 推论 4 如果 (1.5) 由 
(2.19) |fe D] < NC HE, Ales D| < NO +2)", 


Cix,4)<0, . . (N>0,4>0) 
来 代替 , 则 在 D 内 有 | 
(2.20) lulz, t)| <N’N(1 +t)”, 
其 中 和 为 仅 依赖 于 9 BY RK. 


证 明 定义 MG) = lub. |ue, e). 我 们 可 以 应 用 5 = 0 
的 (2.14)( 见 (2.3)), 因 而 得 出 a oe 


(2.21) M(t) S a 2 Ay oy + Ay M(a)ent-®, 
Bea 是 ( 仅 依赖 于 40,7 的 ) 一 个 数 ,使 对 所 有 的 "> 0, 有 
(2.22) Aye 7 1 


-一 一 一 过 一 一。 
Gto 21+¢+4)4 
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把 极 值 原理 应 用 于 土 x 十 const.p ， 我 们 就 得 到 ， 当 N' >N” 时 ， 
FOISS a, (2.20) Rw HN" LRM op. WRITES, 
只 要 对 于 某 个 上 一 c, 在 B, 中 (2.20) 成 立时 , 则 对 于 :二 og 十 a 在 
B, 中 《2.20) 也 成 立 :也 就 完成 了 推论 的 证 明 . 

把 z 一 “的 (2.20) 代入 (2.21), 则 对 于 + 一 o 十 a, 我们 得 到 

(l1+oa+ a)“ 1 Aye 4, 

M(t) < 24N G +o (Q +) + (1 + o)“ N 
FIH (2.22), HR N > 44C + a)*, 我 们 在 B, = Bora 中 就 得 到 
(2.20). 

推论 5 如 果 (1.5) 由 


(2.23) lfCx,2)| << Ne", |ACx, D| < Ne“, 
C(x, 1) S0 (N>0,4>0) 

来 代替 , 则 在 D 内 有 | 

(2.24) u(x, t)| SN Ne” (7Y’ <y), 


其 中 ,> = min(y’, u), m N’ 为 仅 依赖 于 P 的 常数 。 

其 证 明 类 似 于 推论 4, 我 们 把 它 留 给 读者 . - 
3. 定理 2 的 证 明 | 

我 们 首先 对 于 h(x) 为 多 项 式 的 情形 证 明定 理 2. 

据 第 三 章 第 8 节 定 理 18, (1.2), (1.4) 有 唯一 解 v(x) 存 在 ,并 
H ze CuCC). 我 们 需要 证 明 ， 对 于 任何 e> 0， 存 在 6 > 0， 
p> 0, 使 得 对 于 所 有 的 (x, t)E€ D— Dr, vEC, |x— y| MBF 
(3.1) [ulr t) — v(y)| < Ae, 
其 中 4 为 与 ae, 6,。 无 关 的 常数 . 这 就 使 我 们 考虑 水 数 w 一 w 一 
,并 把 定理 1 应 用 于 它 。 可 是 由 于 DD 不 一 定 是 柱 形 的 , 所 以 不 能 
H. 因此 , 我 们 把 这 一 想法 修改 如 下 : 首先 我 们 在 包含 CHER 
Cs 中 构造 一 个 解 xz, 使 当 5 一 0 时 , Xoo, 然后 应 用 定理 1 (更 
确切 地 说 ,是 用 它 的 推论 2) 去 估计 zx 一 o. 

(用 第 三 章 第 1 市 定理 2) 把 L 的 系数 扩张 到 C 的 某 个 邻 域 
NCC) Ate shan Lo AR, CW ABE Hilder 连续 的 
GEROJ a) 且 (扩张 后 的 ) C(x) 委 0。 对 于 任何 充分 小 的 65 > 0, 
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构造 流 形 8C;, 它 的 点 在 8C 的 外 法 线 上 , 离 8C 的 距离 为 6 (更 详 
细 的 , 见 第 三 章 第 8 节 )。 我 们 可 以 用 有 限 的 mw。 个 领域 Vi; 把 6Cs 
WAER, ERER i 个 邻 域 中 的 那 部 分 8C3 可 以 整体 地 表 为 
G. 8.6) 的 形式 :其 中 46 Ct, RNAS m MV; So ER. 
因为 6C e C ,所 以 我 们 可 以 认为 h 的 (2 + a) 范 数 不 超 过 与 8 
无 关 的 常数 二。 

D Ca iE OCs 的 内 部 . 据 第 三 章 第 8 节 定理 18, 对 于 C? 中 任 
何 Holder 连续 函数 g(x), 和 C24sC《C。) 中 的 任何 函数 p(x)， 

(3.2) Law (x) = g(x) 在 Cs 中 ， 

w(x) = p Cx) #E OCs 上 
存在 唯一 解 w(x), 并 且 wE Cnel Cs). deh, HÈ Schauder 边界 估计 ， 
我 们 有 
(3.3) lw ise < HC glara +g POF 
从 边界 估计 的 证 明 ( 见 第 四 章 第 7 ART BPE) AL, RAH S 
6 FER. 

LA x? iE OCs 的 位 于 8cC 在 * 处 的 外 法 线 上 的 点 ， 对 应 xx? 
是 一 对 一 的 , 且 当 5 一 0 时 ,关于 >xe 68C ,一 致 地 有 x 一 x. 

把 f(x) 扩张 到 NCC7, 以 使 扩张 后 的 函数 ( 仍 记 作 DÆ Halder 
连续 的 (指数 为 ec)。 设 为 | 
(3.4) Lov (x) = f(x) 在 C; 1H, 

| v(x) = AC) Æ OCs 上 
的 唯一 解 。 握 前面 关 于 (3.2), (3.3) 的 附注 , 我 们 推 知 
(3.5) iw。 CH (H' 与 5 无 关 ). 
于 是 得 出 , 当 5 一 0 时 
(3.6) ‘Lu,b.] o’ (£) 一 (| -> 0, 

利用 (3.4) GO, 我 们 得 到 , 当 8< % 时 ,有 
(3.7) [vs Cx) — A(x)| 一 e (xe 3c), 

其 中 60 一 Ce) xX. 又 因为 L,(v’ 一 v) 一 0， 利 用 极 大 值 
原理 就 得 到 | 
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(3.8) Lub] vi(y) — v(y)| <4. 


今后 我 们 视 6 为 委 ôo 的 固定 正 数 . 
7G WE PAB 
(3.9) w(x, t) = ulz, t) — (x), (Cx, 1)€ D— De). 
HE (D), 如果 充分 大 ， 则 所 有 BE > o) 的 投影 在 Cs 中 ( 即 当 © 
Cx, 1)€ BiA rE Ce) Alt, w(x, 2) 完 全 有 定义 .由 (3.5) 和 假 
E (B) 推出 , 当 : ooh} E D— Du 内 一 致 地 有 | 
(3.10) (L — Lo? Ce) > 0. 
写成 
Lw = Lu — (L — Lv — Lyr? 
= [f(x,7)—f()]+(L—L,)e’, 
Fil FA (3.10) MRE (C), 我 们 断定 , 当 依 赖 于 se “的 9 充分 大 时 ,在 
D 一 D, 内 有 
(3.11) | |Lw(x, t) = 6. 
其 次 ， 
wx, t) = h(x, t) 一 - yCx,) 
= [ACx,,¢) — AC) ] + (AG) — v (x)] 
+ [v C) 一 #°Cx,)]. 
利用 假定 (E), 3.7), 以 及 与 假定 (D 相 联系 的 函数 v? C) 的 连 
续 性 , 则 当 依赖 于 。 的 8 充分 大 时 ,我 们 得 到 ， 


(3.12) Jw(x.,t)}|<2e Œ S—S, E). 
把 定理 1 的 推论 2 应 用 于 w(x, 2), Ho OEM, W P 
充分 大 (0 > o) 时 ,我 们 得 到 


(3.13) [uCx, t) — o? (x)| < Ave (Æ D — D, WA), 
其 中 4,425 6, p 无 关 的 常数 . | 

因为 只 是 连续 函数 ， 所 以 存在 正 数 £- 使 当 lx — y| <8, 
xE Css YE C iit, 
(3.14) © |e? Ge) 一 POL. <6, 

综合 不 等 式 (3.8), (3.13), (3.14), 我 们 得 到 
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lu(x, t) —oly)| < (A, 十 27e。 
从 而 :我 们 完成 了 在 4(*) 为 多 项 式 情形 本 定理 的 证 明 . 
WR h(x) KEZMA, WA v(x) 的 存在 性 可 由 第 三 章 第 8 
TER 19 推出 。 因 为 一 般 说 来 (3.5) 不 成 立 , 所 以 前 面 的 证 明 已 
不 适用 。 于 是 我 们 用 多 项 式 h(x) 逼近 h(x), 使 得 


(3.15) | 1. 1 b. Él — hlx)| 一 e。 
由 极 值 原理 ， 我 们 得 到 
(3.16) E Lub. 2C) 一 “| <@, 


Hh oO ULL ATK 2 BS (1.2), C14) 的 解 . 

可 以 把 4 为 多 项 式 时 所 用 的 一 切 论证 稍 加 修改 而 推广 到 现在 
这 一 对 u(x, t), OOM. FERRIES 

(u(x, t) — O)| < Ape (t >p, |x — y| <8). 
把 这 个 不 等 式 和 (3.16) 结 合 起 来 ,从 而 ,定理 2 得 证 . 

我 们 用 两 条 推论 来 结束 本 市 . 

推论 1 ”如 果 DD 是 一 个 柱 体 ， 则 当 仅 假定 8C € C 时 ， 定 
理 2 的 论断 仍然 有 效 . 

推论 2 如 果 工 的 系数 与 z 无 关 ， DD 为 一 柱 体 , 并 以 在 8C 
的 一 切 点 存在 六 函数 的 假定 代替 ƏC E€ C“ 的 假定 ， 那 和 定理 2 的 
论断 仍然 有 效 

应 用 定理 1 于 《一 v， 即 可 得 到 这 两 个 推论 的 证 明 . 注意 , 推 
论 2 中 v(x) 的 存在 性 ,可 由 第 三 章 第 8 节 定 理 19 推出 . 
4。 解 的 渐 近 展开 

在 本 节 中 ， RIZED RAKE, 并 假定 

(x, = > ala) + ol) 


k=0 


bx, 1) ->s BODE o), 


Cle, 1) = -È CHEE + oU), 
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f(a, D = So HCE) + oG”), 
k=0 


h(x, t) = > h(x)t «+ olr"), 
k=0 


还 假定 对 于 任何 wm 之 0, 当 + ->oo 时 ,关于 * 一 致 地 有 o), 

此 外 ， 假 设 所 有 的 函数 ak), bE) CE) FE) EB E 
(8 为 D 的 底 ) 都 是 Holder 连续 的 (指数 为 a)，h*(x) € CCB)， 
OBE C*, C(x) <0, L WEBE (A). o 


令 
Lı = x oh (a) 7 + > oie) B+ CK), 
RECREATION, 


定理 3 在 上 述 假 定 下 ,如 果 w(x, t) 为 (1.1), (1.3) 的 解 ， 
那么 | 
(4.1) E u(x, t) = >> uk(eys7* 十 o”), 


其 中 ut EdE NA Ain FAI Dirichle 问题 的 唯一 解 : 
k | 
(4.2) Lou*(x) = f(x) — CR — 1a Ge) 一 之 ,| L; u*™ C) 


(xe B), 

(4.3) u(x) = A(x) (x€ OB) 
(mR k = 0, 则 (4.2) 右 边 应 理解 为 了 (x)。). 

证 明 从 第 3 节 推 论 1 推出 ules t) = w(x) 十 oll), 其 
H u h (4.2), (4.3) WR = 0 时 所 确定 . 

我 们 用 归纳 法 进行 TE. 假设 定理 对 m 一 1 成 立 , 我 们 来 证 
明 它 对 生成 立 . 更 明确 些 说 : 我 们 假定 ws u 属于 
Cra(B) > ito (4.1)—(4.3) 对 于 k = O0,°--,m— 1 时 均 成 立 , 我 们 
要 证 明 (4.1) 对 于 R= mw 时 成 立 , 其 中 xm6E CuB), 而 且 满 足 
(4.2) 和 (4.3)。 | 

号 出 


+ 196 + 


(4.4) u(x,t) = > uk(e)e7* + "(xr, t), 


k=0 


并 代入 (4.17 ,而 后 利用 (4.2)， aie 


(t=) 十 ii se Br z, t s; pe tee 


= |” — (m — l)u" 一 = L;u™' + 6’, 
i=l 


其 中 e; = o(1), e; = o(1), € = 00), e = o《1), 这 里 我 们 利用 
了 导数 D.w*, Diut Œ B RWA RE. 

又 因为 在 S 上 有 | 

v(x, t) = h(x) 十 o(1)， 

所 以 可 应 用 第 3 节 推 论 1, 于 是 推出 
(45) v(x, t) = u(x) + ofl), 
HEr u” hE k =mi (4.2), (4.3)。 据 第 三 章 第 8 WEM 18, u” 
属于 Cae(B). 把 (4.5) RA (4.4). 即 证 明 完 毕 . 

象 在 定理 2 的 证 明 中 那样 ,用 多 项 式 来 近似 4”, 我 们 就 发 现 ， 
5. 第 二 初 值 边 什 问 题解 的 收 化 性 | | 

现在 我 们 回 到 满足 第 二 边界 条 件 的 解 ， 并 证 明 类 似 于 定理 1， 
2 的 结果 . u(x, 2) 满足 微分 方程 (1.1) 和 边界 条 件 ， 


GD KER + g(x, ts ue, D) = ies 六 GES Es 


而 v(x) 满足 微分 方程 (1.2) 和 边界 条 件 


(5.2) ae + g(x)o(e) = h(x) (在 8C E), 


这 里 8/8v(x, 2), 9/8v(x) 为 内 补 法 向 导数 , 即 


Bulet) L kn z a ` Bu(y, t) 
(5.3) aa D f >D, ale, t) os (Meas 4) a 


yor > > 
YEK) 71 


(5.4) oc 一 lim Sa jC) cos (Ny, x3) 一 一 一 一 on 


yk) i= 1 
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其 中 N,N, OBA OB, C(x, OA) OC (在 x 处 ) 的 内 法 线 ， 
K(x, t) 和 K(x) 分 别 为 以 《x, t) 和 zx 为 顶点 的 有 限 闭 锥 , 且 分 别 
含 于 Bi 十 {(x, oO} C Hir) 内 .如果 DD 是 一 柱 体 、 那 么 定义 
(5.3) 是 和 第 二 章 第 5 节 中 给 出 的 补 法 向 导数 的 定义 相同 的 。 R 
如 g(x, tsu) 为 zx 的 线性 函数 ， 即 g(x, t, u) = glx, 1)u， 那 么 
我 们 已 在 第 五 章 证 明 过 (1.1), (5.1) 解 的 存在 性 . 

关于 D， 我 们 需要 比 第 1 节 的 假定 (D,) 和 (D;) 更 强 的 假定 . 

(D) KR BOS: < o0) fE R” 上 的 投影 是 一 致 有 界 的 , 且 
边界 8B, 属于 CC! 类 . 

(Dy OC 是 CH 类 的 ; (DD),《D2) 成 并 , 且 当 二 00 时 ,Nz 
的 方向 余弦 关于 x€8C 一 致 地 趋向 于 N, 的 方向 余弦 . 

附注 ”从 (8) 和 (D1)' 推 出 ,如 果 w(x) EOC 的 某 个 邻 域内 的 
连续 可 微 函 数 , 则 当 * ->co 时 ,关于 x€ OC 一 致 地 有 

Owe) _, Ow(x) 

G5) Bort) Ov(x)” 

FR RTA RAR g(x, t, u) 的 两 条 假定 . 

(F) 对 于 S 上 的 (zx, 四 和 一 co <u < 0, glr t u) 是 一 连 
OR i AMF > 0, 有 | | 


(5.6) ete) > p Cles JES, 0< |u| < œ). 


(F,) 5 t: 一 co 时 , 关于 x€ OC 和 有 界 集 中 的 #， 一 致 地 有 
ECHEZ u) > 8g(z)z。 
注意 ， CF.) 意味 着 gtx, t,0) =0, (F2) 意味 着 g(x) 是 OC 
“上 的 连续 函数 ,并 且 
(5.7) ， g(x) < 和 一 局 二 10。 . 
现在 我 们 陈述 和 定理 1, 2 类 似 的 定理 ， 其 中 以 (5.1), (5.2) 
代 蔡 (1.3) ,(1.4). 
定理 4 设 * 是 (1.1) (5.1) 的 解 ,其 中 x, 1) BD EB 
连续 函数 , A(x, t) 是 5S 上 的 连续 函数 , 且 设 (4), (D1)', (F) 
Z. WATE D, S m. D 上 分 别 一 致 地 有 


| v joh s 


(5.8) limf(x, i) = 0， lim A(x, 12) = 0, limsup C(x,1) <0, 
则 在 D 上 一 致 地 有 
(5.9) limu(x,t) = 0, 

定理 5  E(4), (B), (C) (DY, (DY, (E), (Fi) CF) 
成 立 ， H C) <0, 如 果 u(x, t) 是 (1.1)， (5.1) 的 解 , 则 在 乙 上 
一 致 地 有 
(5.19) lim u(x, t) = vo, 


paige 


其 中 v(x) 为 0.2), (5.2) 的 唯一 解 . 

定理 5 的 证 明 将 在 下 一 节 给 出 . 

定理 4 的 证 明 ”引进 由 (2.1) 定义 的 函数 p(x), FERIA 
(5.6), SFM BMH = H(z) > 0, 我 们 得 到 


B(Ho(x)) ，, 
Ove) 十 a, t, Hp(x)) 
xy Ox, — B x, 
< 全 de? MOR mle e’ )| H 


对 于 使 (2.2) 成 立 的 国定 的 1 WREDA EME MB > 0,4 
(5.11) . 2e — ule — e) < jp (在 S +4) 
于 是 ,得 到 不 等 式 
(5.12) SHO + eCa, s, Hee) < 一 He (ESE) 

现在 对 于 国定 的 1， R ,选取 z 使 得 (2 35 因而 (2. DRIX. 

引进 | 

plz, = e- ee) +e pls) +A oe ero) 。 
{42 


其 中 4 = Lu.b.|a(es 2 ,我 们 可 知 ，(2.9)， Ca 成 立 , 并 且 有 


Ob( x,t) a x —¢ . 
(5.13) ByCx, t) + g(x, t, f(x, )) < 一 6。 


利用 第 二 章 第 6 节 定理 17, 现在 我 们 类 似 于 定理 1 的 证 明 进 
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行 下 去 . 

从 上 面 的 证 明 看 出 ,显然 可 把 第 2 节 的 推论 1 一 5 推广 到 现在 
的 情形 . 
6. 定理 5 的 证 明 

首先 对 AC) 为 多 项 式 的 情形 给 HUER. 今后 仍然 使 用 第 3 
节 的 记号 Cs, OCs, x 

把 函数 b), C(x)» fle), g(x) 扩张 到 C HOSEA SBIR N(C) 
上 ， 使 它们 仍然 是 Holder 连续 的 (指数 为 a)， 并 且 在 NCC) 内 
CCS. 系数 ozi(z) 将 以 如 下 的 特殊 方法 扩张 :如 果 xe NCC), 
LEC, Ll ER] x€ BC 最 近 的 点 , 则 令 aple) = aij(x")。 因 为 
ƏC E CH, 所 以 扩张 后 的 oz NCC) 内 必 为 Hilder 连续 (指数 为 
a). 

LL vse) iE OCs Æ x(x € OC;) 处 的 内 法 线 . 容易 看 出 ， va(x") 
和 v(x) 对 于 任何 x€ OC 指向 同一 方 同 . | 

由 第 五 章 第 6 节 的 结果 ，Neumann 问题 (1.2), (5.2) 存在 唯 
一 解 v(x) 。 问 题 


(6.1) Lye) = fle) (ECA), 
(6.2) or) "+ ed = MO (在 8C; 上) 


也 存在 唯一 解 " (x). 

我 们 需要 下 面 的 引 理 . 

511 r É OC .上 变化 ,x 为 68C; 上 的 点 , 它 位 于 OC 
在 x 处 的 外 法 线 上 , 则 当 5 一 0 时 ,有 


(6.3) lu.b. |v Cy) — vi(y)| > 0, 
(6.4) | : Lub. |v’ (x) 一 xz) 一 > 0， 
(6.5) rap, [8O Be? GD], 9 


zeae | Ov(x) Ong (x’) 
我 们 首先 利用 引 理 1 来 证 明定 理 5 ,然后 再 证 明 引 理 l. 
由 引 理 1 以 及 g(x) 和 h(x) 的 连续 性 , 当 6 充分 小 时 ,有 
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(6.6) Lub | oy) — v*(y)| <e, 


. | tu Av? (x) _ Ov’ (x*) 
(6.7) Lab. |S 一 Bey] < 
(6.8). lub, | glx) 0? Cx) — gx") 0°(x*) | <6, 
(6.9) | Lub. |ACe) — Alê 一 e。 


在 下 文中 5 是 使 C6. 6) 一 (6.9) 成 立 的 固定 的 正 数 。 

(5 PA 
(6.10) w(x, t) = u(x, t) — Cx) (Œ D— D, 内 )， 
其 中 oa 充分 大 ,使 当 (x, t) E Bt 之 oo 时 ,有 rx€ cs, TH w(x, t) 
E D — D, 内 完全 有 定义 ,并 满足 
(6.11) Lw — Lu—(L— Lov— Lw? 

= [fCx, 2) — fe) 1— C(L — Lye’, 

我 们 可 以 假定 0 是 这 样 的 数 , 使 存在 一 含 于 Cs ARSE Co, 
并 使 当 (x, 2) EB, :之 o 时 ,x€ Co。 从 Schauder 的 内 估计 式 ( 见 
第 三 章 第 8 节 ) 得 出 
(6.12) 7 Ta] ita < 0, 
因此 ,利用 假定 CB) 我 们 断定 ; 当 上 一 co E D — D, 内 一 致 地 
A (CL 一 Ly)? > 0. FEM (6.11) 推 知 , 当 o 充分 大 时 就 有 
(6.13) ILw(x,t)| <e GED—D,W). 

回 到 zx 的 边界 条 件 . 我 们 首先 注意 到 , 因为 (2.14) 对 于 xz 成 
立 ( 见 第 5 节 末 了 的 附注 ), 所 以 有 


(6.14) |uCx,2)| < const. < co (在 DD 内 )。 
由 (D 及 其 后 的 附注 , 当 * ->co 时 ,有 
(6.15) Lud. HEDDED, — g(x) v(x) | 一 0， 
u Ov'(x,) _ Ər (x) > 
(6-16) lub. Əv x, t) Ov(x) ° 
在 OB, 上 我 们 得 到 
~ Owlx,, t) x \wlx 
(6.17, Ov(x,, 1) + gC w(x, £) 
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i j ne 
coves: rn re HR 


~ lelen — gleis ts )Ì + LACE) — Bx5)] 


Oo" Cx) Ou) x vx) — gx) vx 
+ BT Bre) tLe) = ge) GD] 


=l] + 1,+ 1; + [4, 


HCF) t 一 co 时 ,有 1 一 0( 这 里 利用 (6.14)); 由 (E) 和 (6.9)， 
11,| 小 于 2e: 由 (6.7)， (6.16), |Is| :h F 2e; HF C6.8), (6.15), [Zl 
小 于 2e。 上 面 的 结论 对 re OC 一 致 地 成 立 . 由 此 推出 ,只 要 5 充 
分 大 ,就 有 
(6.18) Te + g(x) w(x, D < 7e (x, t) ES — S,, 
因为 对 于 第 二 初 值 边 值 问题 的 情形 ,第 2 节 推 论 2 也 成 立 ( 见 
第 5 节 末 了 的 附注 ), 于 是 从 (6.13),《6.18) 和 w(x*,z) 的 定义 得 出 ， 
当 2 充分 大 时 ,有 
(6.19) lu(x,t) 一 v(x)| < Ae (Œ D- D, A), 
其 中 4, 为 与 e, p 无 关 的 常数 . | 
A o SEC, ARS ESE DA PEER 6 > 0, 使 当 | x 一 
y| <6, 7€ 6, xE C HA | 
(6.20) el) ~ vty)| <e. 
综合 (6.19)、 (6.20) Al (6. 6)» 当 |* — y| <e ye C, Cz, t) ED — 
D, 时 ,我们 得 到 
(6.21) [uCx, t) — vly)| 一 (4 十 Ye. 
因为 se 是 任意 的 ,于 是 定理 5 在 h(x) 为 多 项 式 的 情形 ,证 毕 ， 
设 h(x) 不 是 多 项 式 , 令 (x) 为 满足 (3.15) 的 多 项 式 , 2(x) 为 
(1.2), (5.2) 的 解 ,其 中 以 二 代替 4。 由 第 五 章 第 6 节 引 理 4, 有 
(6.22) JAC — v(x)| S Az (xe C), 
其 中 A, 为 与 。 无 关 的 常数 .定义 v? (6.1), (6.2) 的 解 ， 其 
中 以 代替 4。 象 前 面 那样 进行 下 去 ,我们 就 会 得 到 不 等 式 (比较 
(6.21)) | 


lux, t) 一 Ily] < C4, + 2)e, 
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其 中 |ze—y| <8, vec, (x, 1)《D 一 D。。 把 这 个 不 等 式 和 
(6.22) 结合 起 来 ， 定 理 5 得 证 。 | 
以 下 证 明 引 理 1, | 
引 理 1 的 证 明 “我 们 首先 对 aG) 在 OC 的 C 邻 域内 为 一 
致 连 续 可 微 函 数 的 情形 给 出 证 明 ， 以 vw*(x) 记 


Lav? (Cx) — oe) = f(x) Cx € Cs» 0 <=}? < 1), 


(6.23) (en) = vo) (xE Ci), 


5 5 + g(x) = h(s) (x€ OCs, 0<t <1), 


HORE. HI) w(x) 在 Cs 内 是 一 致 连续 可 微 的 ( 见 第 五 章 第 6 45), 
所 以 我 们 可 以 扩张 E) 以 及 ai;Cx)， 使 得 扩张 后 的 函数 在 3C, 
的 邻 域内 是 连续 可 微 的 ， 于 是 可 以 用 第 五 章 第 3 节 的 推论 2， 我 
们 推出 | 3 


(6.24) iê (e) = | | I(x, 13 E, r)palE, TdS? de 
[rests CE) 


— | | ree, 58 DIEE ar, 
其 中 dst 是 OCs 的 曲面 元 素 , 而 为 如 下 的 积分 方程 的 角 


+ gOT(x, t E, Se CE, v)dS} de 
+ 2F;(x, t);: | 
( F RERS DFG. 3.6)) ,所 以 对 于 任何 9 > 十， 有 估计 


(6.26) l.u.b. | F;(x, |< = 4 l.u.b. | v (x) | + A > 


其 中 4 为 与 5 无 关 的 常数 
由 第 五 章 第 6 节 引 理 4 推 出 ,作为 (6.1), (6. 2) 的 解 , ” (x) 满 
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TACs EMAIL ee 
ee mamm im. ee he ee re TE ae OP CR E E dh Ee HR HH 


E 
(6.27) | Lub. 1v Cx) | <= As 


其 中 4 与 5 无 关 ( 注 意 ， G5. 6.12) 中 的 常数 天 仅 通过 它 依赖 于 忆 的 
直径 而 与 D 有 关 ; 这 一 点 可 从 (5.6.12) 的 证 明 推 出 ). 


把 (6.27) 代 入 (6.26) 我 们 得 到 Fe 的 一 个 界 ， ERSA (比较 


(5.2.12)) 
z Or(x, t; ELT) Ay 1 
6.28 a <4 _ 
678) a) | CT eo EP 
(x€ OCs, FE ACs), 
其 中 A, 56 FX (AH ace C+*), 如 果 我 们 用 迭代 法 解 (6.25 )， 
然后 利用 对 ;的 界 , 我 们 就 得 到 


(6.29) Lub. PODE <4, 


7° 


其 中 4,56 FER. 

从 Fox, 2) 的 形式 (利用 (6.27)) 得 知 , 这 个 函数 对 于 (x, 2), 
(xE8C:, ASIS, 4 > 0) 是 连续 的 ， 对 于 5 是 一 致 连续 的 ， 
因为 对 于 《6.25〉 右边 那个 积分 可 以 证 明 同样 的 结论 ， 咎 此 推出 
pslr, t) iE Cr, t)(x€ ðCssta StS l, h>’ 0) 的 连续 函数 ， 对 
于 5 是 一 臻 连续 的 ， | 

Fill FA( 6.27), (6.29) ARH x WEER No BTF x* 时 (5.2.10) 
的 证 明 ,从 (6.24) 我 们 得 到 ,对 于 8 和 ze OC, 一 致 地 有 

。 BQvs(x) _ Ov Cx?) > 

GSD ER oG mD 
其 中 x 位 于 x? Kh OC 的 内 法 线 上 ， 从 我 们 把 系数 a;l) 扩张 到 C 
外 的 方法 和 从 OC 在 x 处 的 靶 线 和 8cC; 在 x 的 法 线 有 同一 指向 推 
IH, Ow(x)/Ov5(x*) = Ow(x)/Ov(x), C+ cac). 因此 (6.5) 是 
(6.30) 的 结果 . 

利用 (6.24) 和 不 等 式 (6.27),(6.29 ) 就 推出 (6.4). 

最 后 ,为 了 证 明 (6.3), 我 们 注意 到 由 (6.4),《6.5) 和 (6.2), 当 
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-— ja —_ BAA 


-> 0 了 时 ,有 
[Bo 3v? (x) 3 Ov(x) —> 
Ov(x) + ale) y w|- lace + e(s) (2) | | o. 
在 c 中 应 用 第 五 章 第 6 节 引 理 4 于 Cx) — ve) ,就 推出 (6.3). 
把 vs 看 作 是 (6.1), (6.2) 的 解 ,而 不 是 (6.23) 的 解 ; 并 借助 于 
Lu=0 的 基本 解 的 位 势 来 表示 它 ， 也 可 以 给 出 引 理 1 的 证 朋 . 
在 这 种 证 法 中 ， 假 定 al) 在 8C 的 C 邻 域内 一 致 连续 可 徽 ， 而 
(x) 在 Cs 内 有 一 致 连续 的 一 阶 导数 并 不 是 必要 的 ， 这 种 证 明 的 
细 市 就 不 详 述 了 . 
7. 后 向 抛物 型 方程 解 的 唯一 性 
在 抛物 型 方程 中 , WRU tR, 那么 我 们 就 得 到 下 面 形式 
的 方程 
(7.1) >> a;i(x, 1) 3 


ñ j=l 


XEAC 


+ D) 2 


+ C(x, t)u + Ou = f(x, t). 
Ot | 


这 个 方程 称 为 后 向 抛物 型 方程 。 对 这 样 的 方程 , 第 一 初 值 边 值 间 
题 为 在 某 个 区 域 Dr 十 Br ARK (7.1) 的 满足 下 列 初始 和 边界 条 件 
的 解 u(x, £): 

(7.2) u(x, 0) = $Q)  CEBL), 

(7.3) u(x, t) = h(x, t) (在 Sr E)» 

其 中 记号 D, Bo S, 等 等 和 前 几 节 的 一 样 . 

一 般 说 来 , 这 个 问题 的 解 是 不 存在 的 ,所 以 在 这 一 节 , 我 们 证 
BA: 如 果 解 存在 , 它 就 是 唯一 的 . 

在 本 章 孝 虑 这 一 问题 ,是 因为 我 们 将 要 导出 的 结果 ,在 下 一 节 
要 用 它 研究 抛物 型 方程 的 解 当 z 说 时 的 性 态 . 下 市 的 方 靶 和 本 
TAMA. | 

在 这 一 节 我 们 总 假定 : 

(Gr). Dr4}—-AABRI BIE, OB 是 Ct 类 的 ,aj(x，, t) 为 

Dr 上 的 连续 可 微 函 数 ,并 且 
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| y: Py a H! 
aL aana A PE oP PP PR EA satel 


vol El >) ayle DE; < m1 8)? 


(Cr, 2) € Dr, FERN) HH vo vi HIE HM. 
我 们 主要 涉及 在 Dr 内 满足 如 下 微分 不 等 式 的 函数 u(x,t): 
(7.4) CL ge)? cw + cl Dul’, 
其 中 
(7.5) Lou(x, t) 


_ of/ Bulx, ulea) - ax(z: 
7 和 Ox; ails, r) Ox; Or 


式 中 cu， ec: 为 非 负 常数 .为 简单 计 ， 我 们 总 假定 函数 ulr, ED, 
上 是 二 次 连续 可 微 的 . 在 (7.4) 中 我 们 使 用 了 记号 


2 = (Ou \? 
|D,u|? = 2 (2) 。 
定理 6 RE (Gr) (T < ©) I (est) 满足 (7.4) 以 
及 顶端 和 边界 条 件 
(7.6) u(x,T) =0 (在 Br 上 )， 
(7.7) u(x, 2)=0 (在 Sr 上 )， 
则 在 Dr 内 x = 0, | 
作为 本 定理 的 一 个 直接 结果 , 我 们 断定 : 对 于 形 如 (7. 1) 的 后 
向 抛物 型 方程 ,其 第 一 初 什 边 值 问题 最 多 有 一 个 解 
证 明 ”我 们 引进 记号 | 
(u,v) = |, aces t)u(x, t)dxdt, 


lull = Cu, uy, | 
im 


Nall = [S| OH. 
lull, [> o 
并 以 Pr 记 在 Dr 上 二 次 连续 可 微 ,在 51,B 和 Br 上 为 零 的 所 有 函数 
的 集合 . 令 

ae) = t — 7 一 9 《7 > 0),。 


206. 


一 tr th a a a 


我 们 首先 证 明 两 条 关于 函数 ve P, 的 引 理 . 
引 理 2 对 于 任何 ve Pr 和 任何 正 整 数 mm, 有 


(7.8) M” Lge |]? = mlao] — alla” lli, 
其 中 4 只 与 8ajj/6: WAAR. 
和 证明 bee z 二 1-”z BP, AE 
Oz 


Lav = a” E; — 1” — mim ly 
Or 


其 中 
由 此 推出 
(7.10) a-™ Ll? = | 


Oz P 
Or 


(9, Ba) 
多 Oz | — mA-izll? 
+ 2m (Z> SE) + Ez — mal 
我 们 着 手 估计 (7.10) 右边 各 项 ， 首 先 ， 因为 = 在 B， Br 上 为 
= ,所 以 


-nt 
(7.11) 2m (=; A: m p, ð; E dede + ml z|] 


= miaa, 
其 次 ANE Sr B, Br Ez 为 零 , 所 以 有 


Bz p ð /Oz Oz | 
—2(22, Ez)—2| 2 (2z j 2% dxdt 
ar? or 2 By Dr) Bx 


_ 8 Bz Ba) sede 
| l g an ax TAE 


(7.12) 


-f Oa; Oz Oz drdt 
Dr ij 


| Ot Ox; Əz, 
— Allzlli = — Alla”. 
把 (7.11),(7. ot # 果 代 人 (7. 10) ;并 省 咯 (7. 10) 右 边 第 一 项 
和 最 后 那 一 项 ， 就 推出 (7.8)。 
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引 理 3 。 存在 仅 与 (条 件 (Gr) 中 的 ) m 和 8us/8x 的 界 有 关 
的 正和 常数 10s poomi EH 0 一 了 反 u ve Pr i m AS m, 的 整数 ， 
uS o l <S m RF, 有 


(7.13) olla-” Loo K? > Yamal + 2 la”, 


其 中 
— 2 1+ Vo Cee + Ce t+ 7)’ 
(7.14) p 2 [a + g + E z + 7 |. 
LE 我 们 从 下 面 的 恒等式 开始 
(7.15) — (at y, PPY Lv) 
— ~2m Əv — —2m y y 

(a Uy Ə; (2 » Ev). 
利用 ve Py 这 一 事实 ,借助 于 分 部 积分 我 们 估计 右边 . 首先, 因为 
| az] <T +9, 所 以 有 | 

—2m Ov 
(7-16) — (2 “> Ot ) 


2 JDT ar 
mT + "oh, 
其 次 


(7.17) — (Ay, Ev) 一 | M2m 2, dij 0 dxdt 
Xi 


= 工 | 0. (27y?) dxdt — m | 272m- y? dxdt 
DT 


> wplla-o lz. 
把 (7,16),《7.17) 代 人 《7.15), 并 用 Cauchy 不 等 式 来 估计 左边 的 被 
积 函 数 ,我 人 ] 就 得 到 


wl 上 < [mcr +n) + ro 
1 -mt 2 
十 了 ila | Lo vil e 


利用 不 等 式 a7” Lol? < CT + gla” Loo |? 5 |B 2, 我 们 得 
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pa D- 


到 
vlla” < jeer tta + tT Ea] h” Lael? 


十 (7 + + =) Alla” vlii. 


选取 o> Nos Mos 使 得 21 po 十 90 + 1/2m JA < Voe Fiz > 如 果 
T< uS mw 0 一 7 Sp m 之 m 就 有 


(7.18) Ia- oR 2 alc +a) t+ Satay} la” Loo |. 


把 (7.18) 和 (7.8) 综 合 起 来 ,我 们 得 到 


laz” + (1 一 4) aT” <= mG 十 9 十 -+ Vo 


m 


+ EW) fam L vl 


最 后 , 取 m > m, 使 当 m > mi 时 ,有 (1 一 4/m) > 1/2, 就 证 得 
(7.13). 
现在 我 们 回 到 定理 6 的 证 明 上 来 .如 需 得 到 
(7.19) 2( 十 pa <1, 2pc; = 1, 
可 减 小 ws n MK ms。 
只 要 在 TT 过 4 的 假定 下 证 明 本 定理 就 够 了 ,如 果 不 然 ， 我 们 可 
以 首先 在 Dr — Dr 内 ， 然后 在 Dr- 一 Dr-2n 内 证 明 .x =z () 等 
F. 
ROLL T, 并 引进 满足 下 列 条 件 的 二 次 连续 可 微 函 
E LOR ose <A l =—0,44<7:<THLO=—1. 
Ro 一 tu 属于 Pr, 因 此 由 引 理 3 有 


2 T 
(7.20) p | | (A-"Low dxdt 十 p | | (XmLou): dxdt 
fi tz 


一 pla” Lel > lave + py lla-™ vlj 


a” 299 9 


2 fa w 


T T 
>Í | (A7 4)? dx dt +1| | 1-™| D, u}? da de, 
B 2 Jt, 78 


BT (7.4) > 
p | | am Lou) dede < pep + 7) j | (aty)? dede 
pes] [al Dela ae 
把 这 个 不 等 式 代 人 (7.20) 并 利用 (7.19), 我 们 得 到 
2p | | ("Low) dxdt > 上 | (A-* 4)? dxdt, 
这 个 不 等 式 意味 着 ， STERN A << T, 
2p(T +n — 4)” [f | (Lav)? axds | 


宇 (T 十 sp 一 1) n | | 2 dxdt| 
这 个 式 子 对 于 充分 大 的 m 是 不 可 能 成 立 的 ， 除 非 右边 那个 积分 为 
零 ， 也 就 是 除非 当 xé Bo < E< TN, uC, t)= 0, 因为 可 以 
取 己任 意 小 ;所 以 在 Dr 内 zx = (), 
从 定理 6 的 证 明 我 们 得 到 下 面 的 推论 . 
推论 1 如 果 不 等 式 (7.4) 由 较 弱 的 不 等 式 
(721) | Cuadr Soa), wart ea), 1Dulzar 


来 代替 ,定理 6 仍 为 真 . 


把 抛物 算 子 ' 
n (x Ou _ Ou 
(7.22) Lu = 2 asi( a £) ðr, Ox; ði 
写成 如 下 形式 
(7.23) | Lu = Lyu + 5 ZE t) on 
i=l Xi 


N o n ða;; 
(2, E 之 Ox; )> | 
并 注意 到 当 且 仅 当 对 于 茶 个 常数 c; 有 
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T Sr +4 Te 


(7.24) | (Ly) dx Se, | wdx 十 cs | | D,u\?dx, 
| `J B; B; B; 


时 ， 经 方 可 福 足 (7.21) ,我 们 就 断定 : 
推论 2 如果 不 等 式 (7.4) 和 (7.21) 分 别 由 不 等 式 (7.24) E 


代 , 定 理 6 和 推论 1 仍 为 真 ,其 中 工 , 由 (7.22) 定义 ， 


现在 代替 (7.7) ,我 们 考 上 起 * 满足 如 下 第 二 边界 条 件 的 忆 形 ; 


(7.25) see P + g(x, Dule) = 0 ES E). 
在 Pr 的 定义 中 ,在 $+ Ee = 0 的 条 件 由 在 $+ 上 Ov/Ov + gv = 0 
来 痊 代 ,前 面 的 计算 结果 除 (7.12), (7.17) 外 仍然 不 变 。 对 (7.12) 
的 左边 进行 分 部 积分 ,并 利用 对 于 zz 的 CAD AER 
个 附加 项 | 

一 Əl) 一 Og 2? 
(7.26) | g a, as |, a ae dS, 
对 《7.17) 的 左边 进行 分 部 积分 , 我 们 又 得 到 附加 项 
(7.27) 一 |. 1 一 2m gu’ dS. 


HEE g <0, Og/Oe > 0, 则 这 些 附加 项 都 是 非 负 的 ,于 是 可 以 把 它 
们 丢掉 ， 因此: 
推论 3 假如 # 和 8g/8: 是 连续 函数 ,并 且 g 和 0,88g/184 过 

0, 则 可 把 定理 6 和 推论 1, 2 推广 到 由 条 件 (7.25) 取代 条 件 (7.7) 
后 的 情形 . | | 

我 们 要 证 明 , 如 果 88B 是 C: 类 的 , 则 可 省 略 g< 委 0, Og/8: > 0 
的 假定 . 我 们 首先 证 明 一 条 初等 引 理 . 

引 理 4 设 B 是 一 有 界 区 域 , 它 的 边界 OBE C: 类 的 ， 设 
w(z) 为 万 上 的 连续 可 微 函 数 ,于 是 对 于 任何 ee 之 0 有 


(7.28) | (w(x)) dS, <e | |D.w) |? dz 
+ £| wY dx, 
é B 
其 中 dS, 是 88 上 的 曲面 元 素 , 而 A 是 仅 与 有 关 的 常数 


» eile 


证 明 xy A OB 在 x 处 的 内 法 线 N, 上 离 *+ 的 距离 为 6 

的 点 ， 当 x 在 88 上 变化 时 ,由 xs 生成 的 流 形 OB, 是 C! 类 的 ， 设 

dS? 记 OB, 上 的 曲面 元 素 , B, 记 由 OB MOB, 所 界定 的 区 域 . 
对 于 xe8B, 写 成 


wa) = wla) — || wa, 


Hp è EKN Crs x) 中 变化 ,我 们 得 到 | 
(wlx) |? << 2CwCrg))? + 2 ( De wlat) . 


< wlay + rol" ID, w|? dt. 
XÍ xE OB Al 6 积分 ,我们 得 到 
p | (weds. < 20,4, (we) Pax 


+ 26,0" | | |D,w(x) |? dx, 


RHC, 仅 与 妃 有 关 .( 事 实 上 ，C: 一 La.b.dS z/dss ). 在 右边 以 在 
整个 区 域 8 上 的 积分 代替 在 $B。 上 的 积分 ， 并 取 “C18 = 6， 就 推出 
(7.28). 

现在 我 们 回 到 * 满足 (7.4), (7.6) 和 (7.25) 的 情形 . 于是， 在 
(7.12) 的 右边 出 现 附 加 项 (7.26), 由 引 理 4,5 A°> AL a. b. 8g/ 
Bz| 时 , 它 大 于 


(7.29) 一 6 | |D,z|? dxdt 一 A | zdrde 
Dr l ”如 Dr | 
eh 
(CED 


代入 (7.29) 的 右边 ， 然后 将 其 所 得 的 结果 代入 (7- IDERA, DM 
引 理 2 的 证 明 进 行 下 去 ,我 们 得 到 | 


Jam Lori? > [m — 4 CT +) Po = (4 + o) lame 
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因此 , 当 @ = 1 且 mw 充 分 大 时 ,有 
(7.31) a” Loo? > mla” — CA + 1) ael, 


Fil, SR (7.25) RE (7.7) RY, Æ (7.17) 右边 出 现 的 
(7.27) 的 项 . 由 引 理 4 和 (7.30) , 当 A* > A411.u.b.|g| 时 , 它 大 于 


~ offamelit — A CT + ny arto 


取 e = v6/2 我 们 就 可 以 象 证 明 引 理 3 那样 进行 下 去 , 并 得 到 一 个 
形 如 (7.13) 的 不 等 式 , 这 个 不 等 式 有 不 同 的 p, 而 当 p 一 0, 了 一 0， 
m oo 时, p 一 0。 现在 我 们 几乎 可 以 逐 字 地 把 定理 6 的 证 明 推 
广 到 现在 的 情形 . 因而 我 们 得 到 下 列 结果 : 

定理 7 ”假定 (Gr) (T 一 oo) 成立, 68 是 C? 类 的 , Bg, 
Og/Or 为 连续 函数 . WR w(x, t) ME (7.6), (7.25) 以 及 不 等 式 
(7.4), (7.21), (7.24) 中 之 一 , 则 在 Dr 内 二 0. 
8. 解 的 衷 减速 度 的 下 界 

在 这 一 节 ， 我 们 在 整个 柱 D。 上 考虑 满足 如 下 微分 不 等 式 的 
pA u(x, t): | | 
(8.1) (Lye)? < cA) + eke) Du)’. 
我 们 将 沿用 第 7 节 的 记号 Lo Loe D,S 等 等 . 

引进 函数 


(8.2) a(t) = Lu. b. 之 


Da Dax 2t)I. 
Or ° 


我 们 证 明 : 
定理 8 BIE (Gu) RYE uC, 1) 满足 (8.0) 和 关于 工 一 oa 
的 边界 条 件 〈7.7) .如果 对 于 某 个 9 > 1 

(8.3) ct) = o), cf) = oe"), a(t) =o(t7'), 

并 且 当 :一 0 时 ,对 于 任何 4 二 '0 


(8.4) onl \D,u|? dx -> 0, 


则 在 Dw jN u =0. 如 果 
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(8.5) elt) = ol), eke = of), ale) olt), 
EXT y= 1, (8.4) 成 立 , 则 在 Do W u= 0, 

证 明 HF >l, 2> 0 和 实数 6, 引 进 
(8.6) K(t; 8, 2,9) = t¥exp[2a2"], 

L O, WE Do ERAZ RERAN v(x,z) 所 组 成 的 类 ， 
其 中 对 某 个 与 vz ASH P > 0 ,函数 v(x, t) WE 


(8.7) yp =0 (Æ Se 上 )， 

(8.8) y = 0 (42D, 中 )， 

而 且 当 * ->co 时 ,对 任何 1 > 0 和 实数 8， 

(8.9) KC; B, 4s) | |D,o(r, t)|?dx >0. 
于 是 推出 〈 见 问题 5)， 当 z 一 co 时 

(8.10) KG; Graa) |, OCs DP dxo. 


在 下 文中 将 以 4 记 种 种 仅 依赖 于 2 和 (条 件 (Go) 中 的 ) 的 
正 的 常数 . 
引 理 5 如 果 vE Qs K = K(t; ê>» 4,7), 则 


(8.11) | [an — 1) — 6°?) Ko’? dxdt 
<| K(Ly vY dxdt 
Do 
+ | a(t)K|D,v|? dxdt, 


证 明 ”函数 s(x, 1) =K (n4, 4a, n) v(x, 1) 属于 
0, ,并 且 | 
Oz 


KCL,v)? = [Ez -5 


2 ` 
+ 
i 


+ (627! + Ag 277) e| 


利用 不 等 式 (a +b + cP >> 25(a +c), 我 们 得 到 


(8.12) KCL) > — 2 22 Ez — AB + ig r)a ÊE, 
t £ 


在 Dr 上 积分 ,我 们 得 到 
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' Oz «< 8 ( 9z | 7 
-21 0 50 (4,2 \ ged 
Jor Be 2 Ox, VI Br) 


- | (8 + An £171) Ste) ) dxdt 


< |o K(L,v¥ dxdt. 


对 左边 进行 分 部 积分 并 利用 (8.7)，(8.8) ,我 们 得 到 GIR (7-11), 
(7.12)) 


(8.13) | [2C — 1)? — Bt?) 2? dxdt 
Dr 
< | K(Lw)* dx de 
Dr 


ða; Oz Oz 
+ SH = Ag d 十 3 
D2 @: Bx Ow 7" 


其 中 新 由 在 Br 上 所 取 的 那些 积分 组 成 鉴于 (8.9), (8.10), 4 
7 一 co I}, Jr-> 0. ZE (8.13) 中 让 TT 一 00 并 引用 (8. 27， 就 推出 
(8.11), 

5132 6 如 果 vE 0,s K= K(t; 8,9), |8| 宇 1, 则 


(8.14) | K|D,o|? dxdt < af 1K(Lyv)’ dxdt 
+A | Cr 
证 明 REFA 


一 | KvLovdxdrt 
Dr 


= 1f x KLD Axas 一 | KvEvdråt, 
2 JDr - O Dr 


对 右边 进行 分 部 积分 并 利用 (8.7),(8.8) ,我 们 得 到 


(8.15) — | KvLov dx dt 
Dr 
- -e Í t Ke’ dxdt — an | t! Ky? dxdt + 
Dr DT . 
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pan ah Rh 
matt ne eee ATEN Rp ane OBEN dm Edn TNA RE TU A a PEL A + H= rh l sie a Ce 


- _* 之 ‘a dnd dt + Irs 


其 中 LEE Br 上 的 积分 , 且 当 rron. 10)). 
因此 
(8.16) | | K|D,v|?dxdt <A | K|vLw|dxdt — 


+A lel | Kv’ dxdt + Ady | 1°" Kv’ dxdt 
Dr DT 


+ AjIrl. 
把 不 等 式 


| K|oLw|dxdt <2 | tK( Lov )* dxdt 
Dr Dr 


+ 2 | t’ Kv dxdt 
Dy 


代 人 (8.16), 并 让 : > oo, 就 推出 (8.14). | 
下 面 我 们 证 明 一 条 和 第 7 节 引 理 3 类 似 的 引 理 ， 它 在 定理 8 
的 证 明 中 是 关键 性 的 引 理 . | 
5 引 理 7 如 果 v € Ons K = K(t; 8,454), > 1,|8| = 25 
a(t) = o@") MEE De 内 ”> 一 0, 其 中 7 是 仅 依赖 于 voy 和 
函数 oc) 的 某 个 常数 (后 面 要 确定 的 )， 则 对 充分 大 的 一 切 1〈 仅 
E g, T* 57 BRK) A 


(8.17) a | t? Ko? dxdt + | ii K|D,v|? deds 
<4| RCL} drat, 


证 明 4n7>1,8 (57*, @ 有关 的 )4 充分 大 时 , (8.11) 
左边 的 被 积 函数 就 大 于 Au? Ke, Biba 


(8.18) à | 2"? Kv’ dxdt <A | K(Lyv)? dxdt 
Do De 
+A 1 a(K| D, v|? drdt. 


”在 (8.18) 中 以 6 十 1/2 和 8 一 (w — D/2 代替 我 们 得 到 


°. 216 «. 


。7 


(8.19) 1 | 17! Ky? dxdt <. A | iK(Lov) dxdt 
. Da Dy 
+A | ta(t)K|D.v|? dx dt, 
Dw 
(8.20) Aa | t Kv? dxdt S A | 7 K(L ov)? dxdt 
Da Deo 


+ 4| 4 "a(t)KID, v|” dxdt., 
De 


把 最 后 那 两 个 不 等 式 代 人 《8. 14) 的 右边 , 我 们 得 到 ， 当 
T*>1, Wl 


(8.21) | K|D,v|?dxde <4| K(Lw) dxdt 
. Dw Dw 
十 a| ta(4)K|D,v|? dxdt. 
Dw 


在 (8 21) 中 以 8 一 1/2 R 8> 并 把 所 得 结果 加 到 (8. 18) AER, R 
们 得 到 


(8.22) al ‘2? Kv dxdt + | Ut — 2da(s)1K|D, v|? dzde 
Dæ 四 . 


<A |, K(L, vY dxdt. 


RX a) = 00), UM FEPEDAW T*, 41> T* 时 有 


44a(z) < 1/z。 因 此 ,如 果 在 De 内 v =0, NED. 内 有 
[2 — 2Aa(e)]|D,o|? > CAID]. 

把 这 个 不 等 式 代 人 (8.22) ,我 们 就 得 到 (8.17)。 

我 们 回来 证 明 当 ?> > 1 时 的 定理 8. 设 T, > TE >T, 
时 24xciCz) <1, 其 中 4 为 (8.17) 中 的 那个 常数 . 设 5C) 是 一 个 
二 次 连续 可 微 的 函数 ， 对 于 某 个 Ts > 7， 它 满足 如 下 条 件 : 当 
O<P< TCG) 一 0; H Tae Off LG) — 1. 由 于 (7.7) 
F(8.4) AR > 一 tu 属于 .9;。 把 (8.17) 应 用 于 它 ,我 们 得 到 


A | | t? Kw dxdt +{" | t'K|D, «|? dxdt 
Ta JB T, JB | 
T3 . co. 
<4| | K(Lw) duds + A | | K(Louy dede, 
T, JB T, JB 
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ope A eR eae te ani day ates spe aie KAE a A SRR: gear SiH AR AP PHP AEB Lat EE : 


HC 8.1) TRE CL, wz, 并 利用 cC) = ot?) 的 假定 和 T, 的 选择 ， 
当 4 充分 大 时 ,我 们 得 到 
(8.23) A | | t? Ku dxdt 十 | | t K|D, u|’ dxdt 


<2A |- | K(Lov) dxdt, 
从 (8.23) 推 出 ， 对 于 任何 T > Ts 
T” exp[247"] fa | | [27-92 + 1) Dp alldras| 
<24T¥8exp[2473] {l | (Lwy dede}. 


这 个 不 等 式 对 于 充分 大 的 1 不 可 能 成 立 ,除非 左 边 那个 积分 为 零 。 
于 是 我 们 断定 , 在 Dw 一 Dz 内 w 天 0。 如 果 应 用 定理 6， 则 在 D: 
内 我 们 也 有 x 三 0。 这 就 完成 了 3 > 一 1 时 本 定理 的 证 明 . 

为 了 对 ?一 工 的 情形 证 明 这 个 定理 ， 我 们 首先 要 对 这 种 情形 
建立 和 引 理 7 类 似 的 引 理 . 

SIS 如 果 ve 0,, K = KG; 8,2,1), ale) = of), H 
在 De Ay = 9, 其 中 T* (5 » 和 函数 O 有 关 , 则 对 于 所 有 的 
8 一 0,1< 一 一 486, 有 


(8.24) leif t° Ko" dxdt + | 4? K|D, v|? dxdt 
Dw Dæ 
<A | K(Lyv)* dxdt. 
证 明 由 引 理 5， 
(8.25) | -e| 7? Ko’ dxdt < fa. « ElL vY dxdt 
+4], oCDK1D。 v|? dede, 

由 引 理 6， 并 将 其 中 的 8 换 为 8 一 1, 有 

(8.26) | t° K|D,v|? dxdt S A | t"'K(L,v) drat 
+ A | (ar? + | ele) Ke’ dxdt, 
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因为 a(t) = olt, 所 以 当 ce T* 时 ,在 (8.25) 中 有 2Aal(< 
7, HLA 使 得 在 (8.26) 中 有 44a < 18! ， 如 有 必要 可 增 大 T*, 
以 使 当 2 T* 时 ， 在 《8.26) 中 有 448l 一 186|。 最 后 把 
《8.25) 和 (8.26) 加 起 来 ,我 们 就 得 到 (8.24). 

利用 引 理 8 而 不 用 引 理 7， 按 照 和 ?4 > 工时 同样 的 推理 我 们 
就 可 完成 7 二 1 时 定理 8 的 证 明 . 

从 定理 8 的 证 明 我 们 看 出 ,如 果 以 较 弱 的 不 等 式 


(8.27) | (Lou)’ dx S eCe) |, w? dx + clt) | |D,ulidx 


替代 微分 不 等 式 (8.1), 定 理 8 仍 为 真 . 
把 (7.22) 中 定义 的 抛物 算 子 L 写成 (7.23) 的 形式 ,我 们 得 
到 : 


推论 1 。” 假如 lu.b. > G(x, HY 受到 和 ole) 一 样 的 限 
制 ,如 果 以 
(8.28) | (Lu) dx < TOJN wdx 十 ZOJN |D,u!? dz, 


代替 不 等 式 (8.1) ,那么 定理 8 RAR. 

最 后 考 起 以 工 一 co 时 的 第 二 边界 条 件 代 替 了 工 一 时 的 第 一 边 
界 条 件 的 情形 ,并 且 假 定 , 除 (8.4) 外 ,* 满足 如 下 条 件 : 当 = 一 oo 
时 ,对 于 任何 2 之 0 有 


(8.29) oun lular>0 ， 


相应 地 修改 O, 的 定义 (要 求 满足 (8. 8)，(8.9)，《8.10) 以 及 在 
Seok 6v/8v 十 gv 一 0)， 我 们 可 以 象 从 前 那样 进行 计算 ，8 只 有 两 
处 产生 某 些 不 同 . 首先 在 (38.13) 的 左边 出 现 附加 项 


一 a(z’) 一 | 2e 2 dS 一 g2 

(8.30) js Ot “ | on Ot a jz da» o 
其 中 ao 是 8Bz 的 曲面 元 素 ,其 次 ,在 (8.15) 的 右边 出 现 附加 项 
(8.31) 一 j, Kg v’ dS, 


| eo 2719 + ， 


LT 


如 果 g <0, 8g/8: > 0, 则 在 (8.31) 中 的 项 和 (8.30) 右 边 的 项 
均 为 非 负 , 于 是 可 以 省 略 不 计 . 因而 定理 8 的 证 明 就 可 推广 到 更 
在 所 考虑 的 情形 . 


WRAD LN | 
(8.32) g(t) = o(1), ae. = oÙ, 
t . 
n= 1 WY | 
(8.33) g(t) = o(1), ag = (t°). 
_ 


那么 可 以 对 (8.30) 右 边 各 项 和 (8.31) 的 项 进行 估计 (利用 引 理 4 时 
”要 适当 选取 e; 对照 定 理 7 的 证 明 ) ,使 其 得 到 类 似 于 引 理 5,6 的 结 
果 . 显然 可 把 定理 8 的 证 明 推广 到 现在 的 情形 ， 其 细节 留 给 读者 . 
我 们 总 结 以 上 结果 : 
定理 9 假定 (G%) 成 立 , g, Og/Ot 都 是 连续 函数 ,8B E C, 
u(x, t) 满足 (8.1) 或 (8.27) 以 及 工 一 co 时 的 边界 条 件 . 如 果 对 于 
某 个 n>1,(8.3), (8.4), (8.29) 成 立 ,而 且 或 者 (8.32) 成 立 , 或 者 


g < 0， SE > 0, ZE De 上 w me 0。 如 果 (8.5) 和 (8.4); (8.29) 


( 一 1) 成 立 ,而 且 或 者 (8.33) 成 立 ,或 者 g <0, 9g/8: > 0, 则 在 
Da Eu =0. 

这 条 定理 可 推广 到 形 如 (8. 28) 的 不 等 的 情形 . 

问 = 

1、 对 于 第 二 初 值 边 值 问题 的 解 证 明和 第 4 节 定理 3 类 似 的 定理 。 

2、 试 推广 定理 1、4 到 以 Lx(*, t) = He,t) + RC, tyu) 代替 (1.1) 
的 情形 ,其 中 (x, ty u) 对 于 (x, 1) ED, —co <2 < oo 为 连续 函数 , 且 满 足 
[AC 4 #)|<pole|, Fkh Mo 充分 小 (依赖 于 M, M 和 区 域 B01<o0) 在 
RY 上 投影 的 一 致 的 界 。 ) 

[提示 : Ex y = 2e¢/6 + eg/50 + Aper] Sas r= 6/25,, ô, 一 2/ 

. WAR Le +e +&p<0,Le + e+ pl |>0> 并 利用 第 二 章 第 6 节 定 
理 16. ] 
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3。 设 区 域 了 在 抛物 面 |e] <e 十 1)(8>0) 和 :>>0 内 , 工 在 DD 内 是 
一 致 抛物 的 , 且 有 有 界 连续 系数 。 假定 对 于 每 个 +>0, Be = DN {z= 7} 为 
非 空 区 域 ,c 志 0, 且 当 |z| 充 分 大 时 立 (e + ribi), RERA: 如 果 在 
D Lu = k(x, t, u), DENAR ôD 上 w= P EUR AR TIER 常数 4 和 5 以 
及 对 于 ( 仅 与 区 有关 的 ) 充 分 小 的 常数 4; 有 


x u Ae, x 4 
[x(x, ts #)| < |Ax, 2)| < C+ D’? 
则 当 z 一 co 时 ,在 DD 内 一 到 地 有 u(x 2)—>0, 
[提示 : 函数 
vr) -e xp | — EU 
Wt) = G+ exp | — | 


Hy = g.1.b.>)4;,8:8;)(|8| = 1, (#,4)€D), H =1/w, 4’ = HÀ, H 
e < HAR, HELO + AG INEO EOD 上 , pS 
exp[—Hpj. Hy ¢ = min(HA, 5), 并 应 用 第 二 章 第 6 节 定 理 16 于 MY 和 
+ x(M 为 某 个 常数 )。] 

4. MF A+, ta 4) =H, 2), 及 [x | SAC 二 1) 的 人 情形， 证 明 
和 问题 3 类 似 的 结果 . | | 

5. ols) 是 在 闭 的 有 界 区 威 6 ELMER BRM, HLE GAIA IG 
上 , w = 0。 试 证 朋 


[Ce az < 4 | [Dyw(2)|* dz, 
其 中 AS CAR, | 
[提示 : Q xo = (rrer te), mC x") = {x33 Crist) EG}, G, = GEZ 
间 上 的 投影 。 则 
| w(x,5 x |? <const. | [Bw(&,, x')/08,.]’ dé,, 
对 x, E mÇ) 积分 ， LEG, (WFC ELEBERRIAN k), 假定 G 使 


fo Lacey Meteo ae] a = J aCe] 
6. 试 把 第 8 节 定 理 8、9 推广 到 工 +e, L te 的 情形 ， 其 中 elr, t), 
Oc(x5t)/Ot 为 连续 函数 , 且 当 ?7 > 1 时 , 6c/6z = (173), 47 = 1K, 
Gc/Ot = o>), 
7. WUER: 如果 n= 1、 则 通过 对 某 个 e > 0 p e(t) = omy, 
€,(t) = oÇ), a(t) = olc.(7)) 来 代替 (8.5)。 可 以 改进 第 8 节 定 理 8, 
[提示 : > 


?gg : 


Cr “St TR Ak: eg mF Rn EAP i = oa 4 


e(t) = exp |- Y | cs(5) as| (r>1), 
` _ f 1 T 
o(:) = af | e¢syeu(s)as]er (A>0), 
证 明 : 如 果 ”6 292: 且 对 所 有 的 :< oC) = 0(4 RG cise LAX) M 
(*) Jo. g(t )e (Lav)? dxdt 
| - 2S a], a(t eC!) c(t Qe? dxdt 
i 
+ Log | 
C+) 的 作用 类 位 于 在 定理 8 的 证 明 中 引 理 7,8 的 作用 。 为 了 证 明 (*)， 可 令 
z 一 ”0 并 注意 到 左边 不 小 于 
Oz do 


Oz 
— 2 fo. g(t) a Ezxdxdt — 2 No. g(t) a z T dxdt=], + Jo, 


D g(t)e’™ De (2) | Dav |? dxdt, 


P d |e (F) /ae = Ace 证 明太 等 于 E 右边 的 第 一 项 。 利用 分 部 积分 
Ki. ] 
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第 七 章 
半 线 性 方程 . 非 线 性 边界 条 件 


引言 在 这 一 章 里 我 们 将 讨论 两 个 问题 .第 一 个 问题 : 在 
第 一 初始 边界 条 件 下 求解 方程 
(0.1) Lu = f(x, t, u, Ou/Ox,,-++, Ou/Oxr,), 
其 中 工 为 线性 抛物 算 子 ; 第 二 个 问题 : 在 第 二 初始 边界 条 件 下 求 
解 方程 Lu = f(x, 1) KWAK RARER. BN 


(0.2) oe = g(x, t, u), 


们 可 以 把 求解 EE UR RAPIST 准 方法 . .其 
步骤 如 下 : 

如 果 忆 是 方程 

| Lw = f(x, t; v, Ov/0x,:.*., Ov/Ox,) 

的 解 , 且 满 足 和 w 同样 的 初始 边界 条 件 , 则 令 w = Tv. 然后 证 明 : 
当 ” 限于 某 个 适当 的 集合 时 , Tv AEM, ATAADA. 

为 了 证 明 Tv 有 定义 ， 要 使 用 线性 方程 解 的 存在 性 理论 ， 为 
了 证 实 工 有 不 动 点 存在 ， 我 们 需要 一 些 先 验 不 等 式 和 某 些 不 动 点 
定理 . 对 于 这 个 问题 ， 有 决定 意义 的 且 最 困难 的 部 份 是 推导 先 验 
估计 . 

利用 前 面 的 方法 也 可 以 解 第 二 个 间 题 ( 见 (0.2)), 即 如 果 zz 为 
Lw = f(x, 1) 的 解 , 且 满足 和 同样 的 初始 条 件 

Ow 


By = g(r, Ly u(x, t))> | 


我 们 就 令 w= To, 然后 试图 证 实 了 有 不 动 点 存在 ， 
2423， 


iu ` 1 


条 件 (0.2) 很 自然 地 出 现在 物理 问题 中 。 如 果 * 是 区 域 中 的 
温度 ,于 是 这 条 件 描述 Newton 的 冷却 定律 . 对 于 很 高 或 者 很 低 的 
温度 就 出 现 8 关于 zw 的 非 线 性 . 

在 第 4 市 将 处 理 第 一 个 问题 ， 在 第 5 节 将 处 理 第 二 个 问题 . 
在 第 2, 3 节 我 们 将 推出 第 4 节 所 需要 的 先 验 估计 ， 在 第 1 节 我 们 
将 引进 拟 线性 方程 的 概念 ,并 叙述 两 个 不 动 点 定理 . 

L 非 线 性 方程 。 不 动 点 定理 
-我们 说 非 线 性 方程 


Ou Ou 2) * 2 | 
1.1 g Xs ts üs ——>» -一 一 一 ， 一 一 一 0 :71 一 1、 7 
C ) ( f Ox; Ox; Ox; Or G ” > ) 


对 于 解 u(x, t) 是 抛物 的 ,如 果 
ao _ 09 _ a pt1) 
an 32 <o, Jes BaD) 是 正定 的 9， 


这 里 ,在 有 的 自 变 量 中 我 们 代 人 u = ulest). WROD FEN 
一 个 解 都 是 抛物 的 , 我 们 就 简单 地 说 (1.1) 是 抛物 的 . 
我 们 称 如 下 形式 的 非 线性 抛物 型 方程 为 拟 线性 抛物 型 方程 : 


Ou 
1.3 p, > 3 3 a 
(1.3) . >) (xX, t, u, Vu) - dz, Ox, 


— REF Ís Uy Vn) 2u. = KEF Ls V xt)» 
Z 


其 中 Vau 一 C ĝe), 我 们 可 以 假定 O = 1, 否则 ,可 以 


用 D 除 这 个 方程 . 在 第 4 节 里 我 们 将 讨论 拟 线性 抛物 型 方程 的 
一 种 特殊 情形 , 即 形 如 (1.3) 的 方程 ,其 中 Be 1 而 Dy A Ce e) 
的 函数 .这 些 方 程 称 为 半 线 性 方程 . 

在 第 三 章 第 ! 节 我 们 曾 引 进 Banach 空间 的 概念 . 现在 再 给 
出 几 个 定义 ,它们 在 本 节 稍 后 叙述 不 动 点 定理 时 要 用 到 . 
我 们 说 Banach 空间 X 的 子 集 Y 是 预 蝶 的 (precompact) ,如果 对 


D 应 为 aay <0. RER 
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于 Y 中 的 任何 序列 fx， 都 存在 一 个 子 序 列 {rr HKT X 
的 某 个 元 素 +, x 不 必 属 于 Y。 如 果 对 于 Y 中 的 任何 序列 {x%} 都 
存在 一 个 收敛 于 YY 的 元 素 的 子 序 列 , 则 称 Y 为 紧 集 .显然 , 当 且 仅 
当 Y 是 预 紧 的 闭 集 合 时 , Y 是 紧 的 ; 当 且 仅 当 Y 是 紧 集 的 子 集 时 ， 
Y 是 预 紧 的 . 

”我 们 说 Banach 空间 X 的 子 集 Y 是 有 界 的 ， 如 果 它 含 于 某 个 
有 限 球 内 ， 即 存在 一 个 有 限 的 数 R， 使 得 对 于 所 有 的 *EY， 有 
zl < R。 紧 集 必 是 有 界 且 闭 的 . 

下 面 的 定理 给 出 预 紧 集 的 一 个 重要 例子 ， 

定理 1 A DE R” PAA ARIK, Cora 和 Core 是 对 于 了 
定义 的 ( 见 第 三 章 第 8 节 ), 则 对 于 任何 0 和 cc<8 一 110 委 娟 私 
4,《 对 DD 定义 的 ) 空 间 Cares Cats 的 有 界 子 集 分 别 是 Coser Coral 
META. | | | 

证 明 只 要 对 Cursg 证 明 本 定理 就 够 了 . BA., 我们 可 以 
假定 9 一 2。 首先 考虑 ? 一 0 的 情形 。 设 {un} 是 Co 中 的 有 界 序 
列 , 即 对 于 某 个 常数 4, 有 
(14) ume) <A, HO el < 4, 

|x — y|? 
(x€ D, y€D, x #y). 

据 Ascoli-Arzela 定理 , 存在 一 个 在 DD 中 一 致 收 伍 的 子 序列 。 为 简 
单 起 见 ， 仍 以 {un} 记 这 个 子 序列 ， 并 令 u(x) 一 limul) 在 
《1.4) 中 让 m 一 co ,我 们 就 得 出 sE Ce A FEIER Ca HRG 
Um —> u, BIS FE e > 0 和 所 有 的 *€D, yeD, yy 如 果 
m 之 mo 有 


1,(x, y) = 


其 中 mo 5 x, y ER. o 
现在 ， 如 果 |x 一 y| <6, BA | 
|Z mr, y|< |x 一 yl uS — tg] 


|x — yls 


 & 225. 


十 |z 一 多 6 #9 sO) < < 一 24 68-* 
< y 


其 中 5 = (sg/24)Y6-92。 另 一 方面 , 如 果 |x 一 y| > 3s, WIAD 
内 一 致 地 有 wm(x) > u(x), LLY m Sm NA 


17 nCx, y)| < [em (2) —ulz)| + lunGy) — ull <e, 


= g, 


其 中 my 与 x*，y ER. - 

这 就 完成 了 ?二 0 时 的 证 明 . zp > 0 的 证 明 是 类 似 的 . 

设 工 是 在 Banach 空间 XxX 的 子 集 Y 上 定义 的 算 子 ,假定 7 把 Y 
映射 到 X 中 .。 RTT EAR HeY 处 是 连续 的 ， 如 果 对 于 任何 
a> 0, 存 在 6 > 0, 使 得 当 上 x 一 xf 二 5,x€Y 时 ,有 

[Tr — Tx] <e. 
其 等 价 说 法 是 : HF Y 中 任何 的 序列 {xw}， 当 zm 一 x? 时 ， 有 
Pipl, 如果 工 在 了 的 所 有 点 处 是 连续 的 , RIRA TE Y E 
是 连续 的 . | : 

我 们 以 TY 记 集 合 {Ty; ye Y}. 

我 们 称 集 合 KCX ER MR xe K, yE K 时 ， 则 对 于 所 
有 的 0 二 6 二 1 有 Ox 十 (1 一 09)ye K, 即 , 如果 天 包含 它 的 每 一 
对 点 时 也 包含 把 每 一 对 点 连接 起 来 的 区 间 . 

现在 我 们 叙述 Schauder 不 动 点 定理 . 

| 定理 2(Schauder) W Y X Banach 23 |B] X AO PAR Co Se, 
了 为 Y 上 的 连续 算 子 , 使 得 TY 含 于 Y 中 , 且 TY 是 预 紧 的 , WT 
有 不 动 点 , 即 存 在 一 点 yo&€ YHA Ty 一 y. 

. 与 第 三 章 第 1 节 定 理 1 相反 ， 现在 的 不 动 点 定理 并 不 断言 叭 
= 然而 它 是 远 比 第 三 章 定理 1 深刻 的 定理 ， 对 于 X 是 Euclid 
空间 的 情形 ,定理 2 就 是 著名 的 Brouwer 不 动 点 定理 . 

我 们 再 给 出 Leray 和 Schauder 的 男 一 条 不 动 点 定理 ， 

设 了 是 定义 在 X 的 子 集 Y 上 的 变换 , 旦 TYCX， 我 们 说 工 是 
紧 的 ,如 果 它 把 Y 的 有 和 界 子 集 映 射 到 X 的 紧 子 集中 ， 

考虑 变换 
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(1.5) y= T(x, k), 
其 中 x, y 属于 Banach 空间 X, 而 和 是 一 实 人 参数 , 它 在 一 有 界 区 间 
中 变化 , 设 其 为 a SkSk, 
假定 : 
Ca) T(x,) 对 于 所 有 的 xE 外, a Skab BAEN. 
C) 对 于 任何 固定 的 *, T(x,*) 在 关中 是 连续 的 , 即 , 对 于 任 
何 的 xceX 和 e>0, 存 在 5 二 0， 使 当 — l < a, 
A Tlr, k) — T, AD <e. 
(ce) 对 于 X 的 有 界 集合 中 的 r, TC, kh) 关于 不 是 一 致 连续 
的 ， 即 ， 对 于 任何 有 界 集合 XoCX 和 任何 e > 0, FE 
ô > 0， 使 当 xE Xos [Ai — kl < 6,4 Sks Ao, 
A Tle, k) — T(x, k) <e. 
《2) 对 于 任何 固定 的 *, TCs OERE, R, 它 把 X 的 有 界 
子 集 上 觅 射 到 勾 的 紧 子 集中 . 
Ce) 存在 一 个 (有 限 的 ) 常 数 M ,使 得 x — T(x,*) 一 0(xE X, 
| kE [a,51) 的 所 有 可 能 的 解 * Pee lell SM. 
CG) 方程 x 一 T(x, a) 二 0 在 外 中 有 唯一 解 . 
定理 3 (Leray-Schauder) ”在 (a) 一 (有 ) 假定 下 ,方程 
x— T(x, 5b)=0 
的 解 存在 . | 
AT (x, KAH |x| <M’, a <k S< bA RP M 为 某 
个 大 于 的 数 ,如 果 相 应 地 修改 假定 (4a) 一 (7, 则 定理 3 HAR. 
”在 定理 3 的 应 用 中 , 经 常 遇 到 是 T(x, 4) = kT), a 一 0， 
而 使 (用 自然 得 到 满足 的 铺 形 . 
2. 1 + 6 型 的 先 验 估计 
在 第 四 章 中 我 们 导出 了 关于 解 按 (2 十 e) 范 数 的 估计 ， 现在 
我 们 用 不 同 的 方法 对 任何 0 < 6 <1 导出 关于 解 按 (1 十 5) 范 数 
的 估计 . 我 们 将 沿用 第 三 章 第 2 节 的 记号 . 此 外 ， 引 进 下 列 记 
写 : 
(2.1) lola = |o)? 十 |D, v|?» 
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LP[v] = l.u.b lu(x, t) — v(x’, t) 


(Deeper en |x — rx| + eeri 

当 且 仅 当 v(x, t) 在 DD 内 一 致 Lipschitz 连续 时 , Leir] 一 œ. 

我 们 以 Ci43(D) 记 一 切 Je lito < co 的 函数 "的 集合 ,并 在 这 
个 集合 中 引进 范 数 | 人 ls。 CiD) 是 Banach ZAL 2H 
Co(D)，C: (CD) 可 以 类 似 的 方法 定义 ， 应 该 注意 ,如 果 > a, 
则 空间 Csk0 <8 <1) 并 不 包含 在 空间 Cr 中 . 

在 不 至 于 混淆 时 , 我 们 把 olhe Cu (DESFAR Y lira 
Cs 等 等 . 

定义 如 果 可 以 把 5 局 部 地 表 为 (3.2.17) 的 形式 ， H A, 
Dh, Dth, Dih 为 Hilder 连续 (指数 为 x)， 则 说 5 是 Cita 类 的 . 
WRA D.D: BEE, 并 且 连 续 , 我 们 就 说 5S 是 Cu. BA. 如 
果 5 可 以 局 部 地 表 为 (3.2.17) 的 形式 , 其 中 A, Dwh 是 Lipschitz 连 
续 的 ( 即 LIL] < oo, LID,k] < co)， 我 们 就 说 SÆ Cao BH. 
这 些 定义 和 在 第 三 章 第 8 PEES. 6) 的 那 节 ) 给 出 的 定义 完全 
AN IF. 

如 果 SERT C, 类 的 ， 那么 可 用 有 限 多 个 球 V; BS, 使 得 
3 一 SnP; 能 表示 为 (3.2.17) HBR, Hse Cy。 今 后 就 取 这 
PEAR. 利用 (3.2.17), 给 定 在 3 上 的 函数 。， 可 在 每 一 个 
S 上 ,写成 某 个 区 域 学 内 的 (xz xi Xi tt ter DORA 
我 们 定义 |v lp 29 max| v ($i, 如 果 |e l$ <o co ， 则 称 。 在 3 上 属于 
Cp. 

已 给 线性 抛物 算 子 | 
(2.4) Lu= > TODE Bu 4 + > bx; :) Ê Ou 


ip j=i 


+ c(x, Du — Ou ， 
Di ` 
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考虑 第 一 初 值 边 值 问题 
《2.5) Lulz, t) 一 f(x,t) (在 刀 十 Br 内 )， 
(2.6) u=0 (4#B+S 5)... 
我 们 需要 下 面 的 假定 : | | 
(4) 在 五 上 工 是 抛物 的 , 即 , 存在 正常 数 Ho 使 得 对 于 每 一 
Cx, re D AUE—-RABE, 
(2.7) 5 a(x, t)E;&; > Ho > EZ, 


i,j=l 


(B) a, Æ D 上 Holder ERGEN), b; fic 在 D 上 连续 ， 
紫外 ， a ij 在 S 上 属于 Co。 于 是 
(2.8) Sjal? + Vol? + lel?<A, 
(2.9) >| dij |i- = H2. 

我 们 现在 叙述 (1 +8) 型 先 验 估计 ， 

定理 4 ”假定 S$ 不 但 属于 Co 而且 属于 Cz- 并且 《4)， 
CB) 成 立 . Bie DE D 上 的 连续 函数 , 它 在 OB LAS. me, 
t) 为 (2.5); (2.6) 的 解 . 于 是 对 于 任何 正 的 5 二 1， 有 仅 依 赖 于 
5, D, Ho» Hi 和 ;的 常数 玉 存 在 ,使 得 
(2.10) lul3e < KIfI?. 

在 本 节 下 面 和 下 一 节 将 给 出 本 定理 的 证 明 . 我 们 将 利用 在 第 
三 章 和 第 五 章 导 出 的 线性 方程 的 存在 定理 .因为 利用 在 第 三 章 导 
出 的 线性 方程 的 存在 性 定理 ,可 把 定理 4 用 于 解 拟 线性 方程 ,所 以 
有 理由 把 (2.10) 视 为 先 验 估计 。 ” 

在 下 文中 (如 无 明确 的 相反 说 明 ), 将 以 K 记 每 -个 仅 依赖 于 
5, DAH; WM. 我 们 从 下 面 的 引 理 开始 ; 

引 理 1 RES, c Wb; BED LH Holder 连续 (指数 

为 æ) 的 补充 假定 下 证 明定 理 4 就 够 了 . 

证 明 . 优 定 在 引 理 中 所 说 的 补充 假定 下 已 证 明了 定理 4 4。 
那么 我 们 必须 在 不 作出 这 些 补充 假定 下 证 明定 理 4. H Weierstrass 
有 还 近 定 理 , 存 在 多 项 式 的 序列 {Jr}, 1r} Le} tE m 一 co 时 
(2.11) em = |f?— flp > 0, |b” — bilo > 0, |c” — clo > 0. 
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以 Lim 记分 别 以 bP, c” REO, ec 时 的 算 子 工 。 我 们 可 以 修改 F, 
以 便 它 们 仍然 是 连续 可 微 的 ,并 且 e。 — 0, 而 在 68 ELA? = 0. 事 
实 上 ,用 一 个 在 98 上 为 零 , 在 988 的 某 个 邻 域外 等 于 工 的 适当 光 神 
函数 ( 见 第 一 章 问 题 1) 去 乘 每 个 天 就 可 以 做 到 这 一 点 ， 据 第 三 章 
第 3 节 定 理 7, 下 列 问 题 的 解 wm 存在 : 

(2.12) Lun =~" (ŒD + Br A), 4m 一 0 (在 B+ Ss 上 )， 

且 由 引 理 的 假定 有 

(2.13) lemlizs < KI” lo S KC flo + Em). 

利用 Ascoli-Arzela 定理 从 (2.13) 推 出 , 存在 Lan} 的 一 个 子 序列 ,为 
简单 计 ， 我 们 仍 记 作 {um} ERY mw 一 o 时 , 在 DD 内 一 致 地 有 
(2.14) Um > Vs Yrm > Vv, 

其 中 v(x) = lima, (x), AE SATA. 从 (2.13) 和 (2.14) 我 们 得 
到 ( 正 象 在 第 三 章 第 2 节 定 理 3 的 证 明 中 那样 ) 


(2.15) lols < K lim(|flo + em) = KI flo. 
如 果 我 们 证 得 , 当 m —> 00 时 
(2.16) |u — umlo > 0, 


就 会 推出 w = v, 因此 据 (2.15), 就 完成 了 (2.10) 的 证 明 ; 因而 推出 
引 理 1. 
为 了 证 明 (2.16) 我 们 注意 到 
L(t, — u) 一 Linttm + (L — Lm)üm — Lu 
= (L — Lint f” — f = fn 
从 (2.11), (2.13) 推 出 , 当 m -> œ 时 ,在 D 内 一 致 地 有 (L 一 Le 
tm > 0, f” —f{>0. Abt, H moh} | 
| lfml? —> 0. 
TE. HR (CB .3.12) RS Bl 4 m 一 co 时 
lum — u|? S KI > 0, 
于 是 (2.16) 证 毕 ， 
鉴于 引 理 1, 在 下 文中 我 们 可 以 假定 f,c Mb; te D L Holder if 
续 (指数 为 a). 
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以 如 下 方法 把 工 的 系数 扩张 到 包含 D. 的 闭 柱 体 8。 上 , Q 在 
t 一 0 上 的 底 为 Eo: fT SSRI DAR Holder 连续 《指数 为 a), 并 
使 得 (2.7) 和 (2.8) 在 Qo ARM, 这 里 常数 Ho Hi 可 能 由 其 他 仅 与 
Ho, 本 有关 的 常数 来 代 蔡 ( 见 第 三 章 第 7 节 引 理 1). 

设 T(x,z; E, TEE 89, 中 (对 于 工 的 扩张 算 子 的 ) 在 第 一 章 所 
构造 的 基本 解 . 今后 我 们 将 使 用 分 别 由 E。 和 2, 代替 D 和 0 的 
(1.2.4) 一 (1.2.6) 和 (1.2.8) 的 记号 ， 以 及 在 第 一 章 推出 的 若干 不 等 
A. 我 们 还 需要 下 列 不 等 式 : 

当 [x — E| > 2|x— x| 时 
(2.17) [DZ (x,t; sr) — Dy Z(x', t; &,7)| 
< const. lx — x’| , 
(e — r)t |x — |71 
ARA r >t >rh WTO pel 
(2.18) |D,Z(Cx, t; Er) — D,Z (x,t; E v)| 
< __ const. t — 1 
zc— Tl* |x— g 7ta 
XE D, 是 任意 偏 导 数 6/6x;。 利用 中 值 定理 和 (1.3.18) 即 可 证 明 
(2.17),(2.18) 的 证 明 是 类 似 的 ， 
$ 设 E BERTA, H ECB. 对 于 某 个 o c<T, ġġ 
Q=EXf[0,c]. 我 们 需要 下 面 的 引 理 . 
“” 引 理 2 ”对 于 任何 0 <6 <1, 存在 仅 依赖 于 已 ，5， 万 o， H 
的 负数 K, 使 得 对 于 Q 上 的 每 个 连续 函数 h(x, t), PRK 


(2.19) -v(x,4) = | | TC, t; Es ACE, v dE dr 
满足 不 等 式 

po. por _ 1 — ò 
(2.20) [vho < Korale (> ). 


—_ 


读者 也 许 注意 到 这 一 引 理 和 第 五 章 第 4 节 定 理 6 之 间 的 类 似 
之 处 。 不 过 ， 本 引 理 给 出 随 o 趋 于 零 的 关于 8v/8x 的 Holder A 
数 的 界 。 这 一 点 对 于 本 引 理 的 应 用 是 十 分 重要 的 . 
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证明 在 下 面 的 证 明 中 ， 我 们 将 以 玉 记 种 种 仅 依 赖 于 五 ， 
ô, Ho Hi 的 常数 ， 握 第 一 章 第 5 节 ( 见 (1.5.1) 一 (1.5.4)2 有 


(2.21) v(x, t) = | | ZC t; Š> TA(E, r)dë dr 


+ | | ZG i; o> Th(E, v dé at 


= (E17) + 0,1), 
其 中 


(2.22) h(xr, t) = \ | (x, t; Es TAC, 7r)dEdr。 


利用 (1.4.8) 我 们 得 到 
(2.23) lhl S Kl Alon 
为 了 证 明 (2.20), RREA FAA SARS T: 
(2.24) 1, = |DyoiCx, 1) — Deux’, t)| SK |æ — x or 
(2.25) 1, = [Dvilx, t) — Danil, t')| S Kiz — tar |A los 
事实 上 ,利用 (2.21), (2.23) RTE 
(2.26) H,(D,v] < Ko” | hlo. 
此 外 , 我 们 容易 修改 下 面 用 以 证 明 (2.24), 《2.25) 的 方法 来 得 重 关 
于 Do, 和 Halo) AMIT. CIA (2.23)) 类 似 地 可 以 得 到 
Dv Hill OR, 因此 也 可 得 到 Daw, Holo] WR. 把 这 些 界 和 
(2. 26) 综 合 起 来 就 完成 (2.20) 的 证 明 . 
设 El 为 E 的 点 5 的 集合 ,其 中 5 适合 Eel > zlz 一 xl 
& E= E — E. 为 了 证 明 (2.24), 据 第 一 章 第 3 PE 3, 顾及 
D, 可 以 和 vi 的 积分 交换 , 利用 (1.49),《2.17), 只 要 0 二 gp 二 1 我 
们 就 立即 得 到 | 


(227) 1<Klble| | Go p ee 


1 


+ Klal, \, (z Gy (ae 
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1 


E | n-+i—2e 


r dë dr. 
因此 , 当 le >l, 有 
hh <K| bloat e — x" TO A 
= 2K |h |t e — x! |, 
取 2p 一 1 一 8, 设 7 一 一 二 一， a 
LKIx— x'|?|h\07. 

O 剩 下 要 证 明 (2.25)， 我 们 可 以 假定 : > :。 设 五 ,为 E 中 所 有 

WELE 一 x| > (一 和 的 点 的 集合 ,并 令 E= E 一 E;。 利 
用 (1.4.9), 《2.18), 对 于 任何 0 过 4 过 1, 0 二 二 1, 我 们 得 到 


2.28 <K pati 
(2.28) la xlslo) fa (z — r)" |æ — g |rt 5dr 


s 1 1 
一 一 一 -一 一 一 一 -一 一 一 LE dr 
+ Kilo | l (t — r} |æ — |777 和 
1 
+ Klslo) \, G Goa Ppa Bee 7 


Alb. °42a<1,2n2>1K,4 | 
I< Kl hl’ — Doh — yor 
+ (r —— Da @ 2 — pyro 
十 oF _ zu 02 
取 2p 一 1 = 二 6, 并 注意 到 当 7 一 (1 一 6)/2 时 ， 
De (1 207, 
就 推出 不 等 式 (2.25)。 因 而 引 理 2 证 毕 . 
我 们 以 下 面 的 附注 结束 本 节 . 
附注 将 引 理 2 应 用 于 (以 E RE DH) (1.2.3) 右边 的 第 
二 项 就 得 出 ， 如 果 * 在 互 的 边界 OF 上 变化 ， 而 x 限于 内 部 的 
闭 区 域 Ey EM 作为 (x， 1 的 函数 (我 们 写成 r = r¢ *3°36; 
v)) 满足 oe | 


(2.29) TOs rE elt < Koe (0 <8 <1, r = 1?) 


+ 
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其 中 Q, 一 Ey X [0, cj， 而 玉 仅 依赖 于 Ex E, 6, Hos Hy 这 里 
当 z 过 r+ 有 时 ,定义 T(x, 1; Er) HB. 
3. 定理 4 证 明 的 完成 

我 们 把 剩 下 的 证 明 分 为 三 部 分 

3.1 “对 小 的 上 的 内 估计 .我 们 将 在 _D。 内 部 估计 “的 〈1 十 
5) 范 数 .因为 了 和 工 的 系数 在 D 上 Holder 连续 , 所 以 由 第 三 章 
第 3 节 定 理 7, u 属于 Cayo(D). 设 G, E 为 B 的 子 区 域 ,使 得 
GCGCECECRB, MEHWEA 0E 对 于 基 个 0 二 8 二 1 是 C1? 
ey (Cr? 的 定义 见 第 三 章 第 8 节 ). 如 果 0 充分 小 ， 则 柱 体 
O = E X [0, o] SFD+BA.W ul gos WERK A Xx [0,c 中 
u H a GR elo ID. PHA TH. 现在 我 们 估计 


| u|ita,rG. 


从 第 五 章 第 3 节 定 理 2 和 由 (5.3.5),(5.3.6),(5.3.8) 解 的 构造 
可 以 推出 ， 


(3.1) ules) = — ("| Pes ss E, DAE, rd dr 
十 | | r(x, t; Š> TR(CE, v)dz dT, 
其 中 4d5 为 OF 上 的 曲面 元 素 ,有 为 如 下 积分 方程 的 角 
(ye OE, 0<1<0): 


GD Ky) = 2 || OPES RCE, cyan de 


ieee con KE Ddd 
—?2 uly, t) 
Ov(y, t) 
it A FERRET (5.3.10) 80 RA, RINA 
(3.3) [klo < K(f lowe + E | Dat lout)» 
其 中 于 是 对 所 有 关于 x 的 一 阶 导数 取 的 .只 要 应 用 引 理 2 和 第 2 
节 未 的 附注 ,我 们 就 得 到 不 等 式 
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(3.4) Julita < Ko’[ | fl overt + 之 | Diu | wz] 


1—8 
| (7 puar ) 
KK RRM G, E, 8, Ho M H. 

32 对 小 的 上 的 边界 估计 存在 有 限 多 个 (2 + 1) 维 开 球 
Vi 一 1,……，j)， 使 得 每 一 部 分 5; 一 SOV; 都 可 整体 地 表 为 
(3.2.17) 的 形式 ， 其 中 he Cra 和 hE Cro. MRRMMGH BN 
子 区 域 ,使 得 B 一 Ge 的 所 有 的 点 充分 接近 于 83， 那 么 对 于 所 有 
充分 小 的 c，D。 一 ORV; 所 覆盖 ,其 中 QG 一 Ge X [0, 0). 我 们 
将 在 D; = DNV; 的 子 集中 估计 zx 的 (1 十 5) 范 数 ， 

为 简单 起 见 , 假 定 对 于 5S;(3.2.17) 成 立 ( 这 里 取 i = n). Æ D; 
“中 作 变 换 E 


(3.5) 
Yn S Xn h(x ts Zai» ż)> 
我 们 可 以 假定 ， 这 个 变换 一 对 一 地 把 D; 映射 到 半空 间 ya > 0 h 
的 区 域 人 上 . RIES NV MAA, CE ya 一 0 上 . 置 
U(y, t) 一 u(x, t), F(y, t) = f(x, t), Cty, t) = c(x, t), 
则 方程 Lu 一 了 变 为 


(3. 6) AU = > Aly» 1) 2 185 


Ym “> Xm (m = 1,-°-,n-— 1), 


ðU 
+ B; t)— 
过 (y ) ay; 


其 中 


Oy; By; 
3.7 A;n = 2 7 
( ) 7 HEPA Fay E Ox, Ox, 


= OV; _ OY; ， 
Bi Seng? Bz, + Ds Or, OL’ 


à 
由 我 们 的 假定 推出 , 4 if? B;, C 在 A 上 是 Hilder sey 8 
BA a), H A ij 在 上 是 C,- " 类 的 . 
我 们 需要 对 4 在 A 中 构造 局 部 的 ”Green 函数 ,也 就 是 需要 
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在 和 人 中 构造 4 的 基本 解 , 使 它 在 上 为 零 《 比 较 (4.6.3)). 我 们 把 
G 构造 成 推广 (4.6.3) 的 形式 。 为 此 ， 我 们 需要 A 中 0'/OyOy, 
(i 二 2) 的 系数 在 上 为 零 . 于 是 我 们 作 另 外 的 坐标 变换 ,使 得 在 
新 坐标 系 下 A 有 上 述 性 质 . 我 们 试 作 变换 
(3.8) z; = Pp: t) + ybky.t) =1,...,»-—1), 
Zn = Yapa) 其 中 7 一 (7 +> Yami). 

我 们 分 别 以 A', VP iANSHR. E 

(3.9) U'(z,t) = U(y, t), F(z, t) = Fy, s)» 
C'(z, t) = C(y, 2)> 

于 是 ,对 于 U 我 们 得 到 方程 


(3.10) AU = >> ACz, ore 


i j=l 


“. , BU’ 
十 Bi a -m 
之 | (254) Oz; 


+ C(z; UU’ 一 = F'(z, 1), 
Oz 
其 中 
(3.11) Ay -Da 8z Oz; 
"Oy, Oyp 
, Oz; Oz; Oz; 
Bi= >,4 i -+ B, Zi 一 二 和 
>, ** Oy, Oy pa ‘Oy, ðr 


Er ERNI An 一 0, 其 中 j 一 1 orr bOn 
上 ). 注 意 到 在 2 上 8z,/0y。 一 0 Ce <n) ,我 们 就 得 到 方程 (只 
在 了 下 8/ 6y。 天 0) 


(3.12) S Ain(¥> 03t) Pp 2 + Ans 0, De C05 D = 


A=tl 
Aiea 1). 
如 果 
(3.13) Pa = 1, Di = yi (l<i<n-—-1), 
pi(Fs 032) = — Am» 0» n 0» D ~ 4.5, 2) 


Ann(¥> 0, 2) 
(l<i<n-1), 


$ 2363 
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些 方 程 得 到 满足 . 

SEO PRA y, > 0 之前， 我 们 要 引进 若 千 记 苇 。 设 an id 
X 十 [2' 站 {zt 一 0}] 的 任意 7 BAe, CA — HEt = 
Bo 为 人 的 开 的 下 底 ,，A 为 任意 开 的 柱 体 ， CANEBE. A 十 
Bo 十 30 中 ,以 3 作为 其 人 出 边界 的 一 部 分 。Eo 记 A WE. 

存在 这 样 一 个 (8, r) = (Eines Enis T) AY = RES A] AA 
数 o(E, r) CERAN 一 Ne X [0,0] 之 外 为 零 , 其 中 NN 为 8 空 
间 中 原点 的 邻 域 ,有 2 满足 如 下 条 件 : 


(3.14) IDD? o(E, v)| < a (0<eats<3), 


(3.15) | p(&£,T)dE dr = 1. 


而 且 , 当 No 与 0 无 关 时 , (3.14) 中 的 常数 也 与 o ER. 事实 上 ,我 
(TUL eC, rz) 有 er) 的 形式 ;其 中 gi» 82 可 以 用 第 一 章 
问题 工 的 方法 来 构造 . | 

设 Bos Eo Z, A È Oo ?空间 中 的 集合 ,在 (3.8) 之 下 它们 的 
象 分 别 是 Bp E23,As， 选 No 这 样 小 ,使 当 5€ Nos (7 ,De Do 
对 于 所 有 的 (7 了 7, yas the Ay AY + yoSo 2) € E. MERTE Ay 上 
定义 


(3.16) A: 2) = |, Ti + yaks t + yar)olE> T) dédr. | 


注意 , 当 0 <z<c 时 ,对 于 某 个 与 c 无 关 的 常数 天。 有 
0 <+ yt SKO. 

因为 在 前 面 所 要 考虑 的 一 切 事 项 中 无 需 作 任何 其 他 的 改变 可 用 
Ko 代替 cc, 所 以 我 们 可 以 假定 YA3, 站 不仅 对 于 0<t < "有 定义 ， 
而 且 对 于 0 <: < Ko 也 有 定义 ,因此 , oy OA 上 完全 有 定 
x. : | 
从 (C3.15) 推 出 ,对 于 ys 一 0,07, 1) 5 7G, t) SEA. 
”在 (3.16) 的 积分 中 作 代 换 十 yabi = Ejot t yar =r, 我们 
得 到 
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kameer cre ISIE FM rae beer ae TB 


GID biG.) = [ries ee (5, E+) Ee, 
” Yn Yan yn 

由 这 个 等 式 我 们 断定 ,对 于 和 二 0, pO D 是 三 次 连续 可 微 的 . 

A rE r) 关于 (5, z) 为 Lipschitz 连续 的 事实 ,我 们 可 进 
而 证 明 在 Ao 内 D;s,D;z,D,D,z BEAR BM. 事实 上 , 据 (3.8)， 
(3.13), REM y.biCy, O) 证 明 这 一 断言 就 够 了 . DCs) 的 
有 界 性 可 利用 公式 (3.17) 推 出 。 其 次 ,如 果 (在 (3.17) 中 ) SY A 
分 之 后 册 代 回 Š; = Vj + yn5;> T 一 上 十 yoz， 如 果 D, = 8/0yn 
(k < ;我们 就 得 到 


(3.18) Dy(yabi =È 1G + ynë t+ yar) Diep, rasar, 


因为 7; 是 Lipschitz 连续 的 , 所 以 对 某 个 ys 或 者 上 HE DCs) 
的 有 限 差分 , 并 利用 对 于 a = 1, b= 0 的 (3.14), 我 们 就 可 得 知 
Diyn p) 和 DD, (yb) 与 0 无 关 地 有 界 . 第 一 个 D; 为 8/6y， 
的 情形 可 同样 处 理 ， 最 后 , DO) 的 有 界 性 可 在 (3.16) 中 对 二 
取 有 限 差 分 推出 . 

变换 (3.8) (连同 (3.13), (3.16)) 是 一 对 一 的 ， 而 且 当 ya (与 
0 无 关 ) 充 分 小 时 , 它 的 Jacobi 行列 式 不 为 零 . 显然 ， 我 们 可 以 假 
定 这 些 条 件 都 满足 . 

因为 变换 (3.8) 仅 使 距离 改变 一 个 与 5 无 关 的 有 界 的 因子 ， 由 
上 面 所 证 明 的 2, 《作为 (y, 1) 的 函数 ) 的 可 微 性 和 有 界 性 性 质 HE 
tH» Ai C’ 在 A 上 是 Holder 连续 的 (指数 为 a), 它们 的 2 范 数 与 
o 无关, 而 Bi 在 Ay 的 闭 子 集 上 是 Holder 连续 的 (指数 为 a), 从 za 
= 0 到 这 些 闭 子 集 的 距离 是 有 界 的 ,并 且 B 在 A 上 也 是 有 界 的 ， 
且 与 0 无关， 

现在 我 们 来 构造 关于 变量 (z, ) 的 “局 部 ”Green RIK, 
A. id Ag 对 于 超 平 面 za = 0 的 反射 ,并 置 Ad = Ao U Zo U As. 不 
失 一 般 性 ,可 以 假定 As 是 底 为 E” 的 柱 体 ,使 得 OE” 属于 C", 
以 s* 记 点 (z1,………z4s-1, 一 24), 它 是 x 对 于 超 平面 zs 一 0 的 反射 . 

RIEAN 的 系数 扩张 到 A 一 下 ,其 方法 如 下 : 
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Ail2*,r)= Ale, D OSidcn—-1,1<ic¢n—1, 或 者 
r= 1 一 n), A in(2* » t) = Aij(2*, t) = Ain (2s t) (1 ÁS 
n), Biz*,t) = Biz, t) (1 in m1), Bs*, 1) = —B, 
(zst), C'(2*, t) = C'(z, £). | 

注意 , 除 Bs 外 ,所 有 扩张 后 的 系数 在 A。 上 是 Holder 连续 的 ( 指 
BA), BL AY 上 是 有 界 的 ， 且 在 A’ 的 闭 子 集 上 是 Helder 
连续 的 (指数 为 a), 这 些 闭 子 集 到 zn 一 0 的 距离 有 界 ， 

我 们 可 以 用 第 一 章 的 方法 构造 方程 Au 一 0 在 AY 中 的 基 
RT C, t; Es r) (对 照 第 一 章 问 题 7)、 我 们 发 现 ，F (zy， t; ë, 
r) F (z, fcAr， CE, rE A G>r) 是 连续 函数 ,对 于 每 一 
ERS (E, 70) € Ao T MEDE AT = 0, 其 中 (xz, 1) € AUA 
(IB (z, £) € 36 时 未 必 满 足 ， 因为 在 xz, 一 0 上 B, 是 间断 的 ). 

由 我 们 把 A’ 的 系数 扩张 到 A 的 方法 推出 , T'(z*, z; E, r) 
对 于 任何 固定 的 (#, r) E As ,作为 (x,:) 的 少数 ， 在 AoU A, 内 也 
是 AT’ 一 0 的 解 . 因此 ,函数 
(3.19) G'(z, t; Esr) =T'(z, 2; Esr) — I'(2*, 238,17) 
zz A’u=0 E A EWER. mAH z= OW, G'(z,t;&,7T) 二 0. 
于 是 C 是 所 求 的 "局 部 ”Green 函数 , CHE A 上 有 4x = 0. 

容易 看 出 , 若 把 引 理 2 的 证 明 稍 加 修改 , 则 当 以 G' RET 
Eo (Ao 的 底 ) 代 替 五 时 , 引 理 2 仍 为 真 . 

下 面 我 们 类 似 于 内 估计 的 证 明 进 行 下 去 . KERRE U R 
为 如 下 形式 ; 


U'(2, t) = — | 1 G'(z, t; Ë, r)F'(E, r )dëdr 
+ È, EG nE DKE, Dasr, 


其 中 5S' 为 Eo 不 在 一 0 上 的 那 部 分 边界 。 因 为 C ORRA 
和 T 的 跳跃 关系 是 一 样 的 ， 所 以 我 们 得 到 对 于 的 一 个 类 似 于 
《3.2) 的 积分 方程 。 

其 次 , 注意 到 不 等 式 (5.2.12) 不 仅 对 于 T(x,1; Esr) eS’, 
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EES) 成 立 ， 而 且 对 于 T(z*, t; Esr) (ES FES’) 也 成 立 。 
事实 上 ， 如 果 我 们 假定 《因为 我 们 可 以 假定 ) 所 有 S 的 法 线 在 
ota = 0 MEM z, WEZ (于 是 对 于 ce 5', 充 分 小 的 zs Na 和 
N a* 指 问 同一 方向 )， 则 对 于 I’(2*, ts È, zy) 的 证 明和 对 于 T(z, 
t; Es r) 的 证 明 是 一 样 的 ( 见 (5.2.13) 一 (5.2.18)。 上 面 关 于 U'(z， 
t) 的 表示 式 可 由 类 似 于 第 五 章 第 3 节 定理 2 的 定理 推出 (其 证 明 
也 与 第 五 章 定 理 2 类 似 ). | 

对 G 利用 (5.2.12), 我 们 导出 对 的 类 似 于 (3.3) 的 不 等 式 .于 
是 ,如 果 .44 是 五 的 任意 子 集 , 它 到 8' 的 距离 有 界 ,那么 我 们 就 得 到 
(3.20) |U litescsa? < Ka’( | F’ | oa + > |D,U' loon’) « 

求 变 换 (3.8),(3.5) 的 逆 变 换 , 并 以 R; id Ces r) 空间 中 这 样 的 
BE, CE Cz, r) 空间 中 的 象 为 一 柱 体 4o Xx [0, ol, CHA zis 
D,z;,Diz;，D3z;，DyDsiz; RFO 的 一 致 有 界 性 )， 我 们 得 到 
(3.21) Tal fis < Ko7( lf lo. 十 D | Drujos). 

显然 ,如 果 o 充分 小 、 我 们 可 以 这 样 来 选取 AM Ao E 
RG 一 1,"…, ip) BBE Do 一 90， 其 中 0 的 定义 已 在 3.2 的 开 
始 部 份 给 出 。 在 (3.4) 中 取 G 为 Go 的 子 区 域 ,使 得 。 

[G x (0, oIU( Ù Rj) 


j=1 


oan D,, 并 把 (3.4),(3.21) 综 合 起 来 ,我 们 就 得 到 
(3.22) [alirao < Ko7Cfloe + Xl Det loo) 

Blo 使 2Ko < 1, 我 们 就 得 到 不 等 式 
(3.23) Tal isa. <= Ko” | floes 
其 中 天 仅 依赖 于 刀 , 8, Ay, Hi 和 Ap. 

33 ”证明 的 完成 ”在 (3.23) 中 已 估计 了 zx 在 Do 中 的 (1 十 5) 
型 范 数 ,现在 可 以 逐步 地 继续 估计 zx ADA + 5) 范 数 . 我 们 
首先 注意 到 ,从 (3.23) 的 证 明 可 知 , 对 于 任何 0 委 e 委 了 一 以 及 
对 于 在 Dp- D, 内 Lu=f 的 任意 解 *( 它 在 BL=D(\{lt = p} 和 
Soto 5, LHS) RB 是 充分 小 且 依 赖 于 D,5, Hio Hio H216 
与 * 无 关 , 不 等 式 
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(3.24) | Jafir < Ko lf}. 

就 在 Drs 一 D, 内 成 立 。 今 后 0 是 对 于 所 有 的 SPST- 

使 得 (3.24) 成 立 的 固定 正 数 。 
我 们 引进 区 域 


(3.25) Di=DN {i} <1 <G@ +2) St, 


HAI Jas do Æ D AY 范 数 . 
EO) 为 上 的 二 次 连续 可 向 函数 ,对 于 ; < EDE, 对 于 
* > 1 它 等 于 1。 考 虑 函数 
(3.26) ulest) = o(4) ues). 
它 在 D' 的 下 底 上 为 零 ,对 于 1 > o BSF ul). HA (3.247 我 
们 得 到 
(3.27) fu lipsa SKa" [Eto 
现在 估计 Lu*， 我 们 有 


(3.28) | Laz| < Z| <NIf| + Nil; 


， 其 中 入 是 常数 . 为 了 合计 | ‘|, ,我 们 引进 函数 ”一 Ll. 它 在 D 
内 满足 Lv 一 一 19, 在 B 十 S 上 之 0， 应 用 极 值 原理 于 vo 二 
u, 对 于 任何 0 之。 过 我 们 得 到 ， 

(3.29) _ Lub. |x < plfl?. 


把 (3.29) 代 人 (3.28) 我 们 得 到 | 
(La Eel < (N+ NJIA? 


把 这 个 不 等 式 代 人 (3.27), 并 考虑 到 , 当 o 二 + < 30/2 nts u* (x, 
0) 一 u(x, #), 连 同 (3.23) 我 们 得 到 
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(3.30) Tulisan < [Kor + Kor (N+ 3N)| if? = Kil fl. 


下 一 步 是 在 Du 内 估计 v 的 (1 + 8) 范 数 。 在 前 面 的 方法 中 
MUDRE DWE ((2 +2) /o) 代 5Cz/e7 ,我 们 得 到 


(3.31). fujisa S Kil fl? CK, Hie. 7 
注意 , 常数 K; 依赖 于 c, (HAC 是 固定 的 , 并 且 只 依赖 于 D,5 和 
H;, 所 以 K; 也 如 此 ， | 
用 上 面 的 方法 逐步 地 进行 下 去 , 即 可 完成 定理 4 的 证 明 ， 

4. Lu = f(x, t, u, Va) 的 存在 定理 

在 这 一 市 我 们 考虑 第 一 初 值 边 值 问题 : 
(4.1) Lu=jf(x,t,4,V 4) (Œ D+ Br Ñ)» 
(42) ub (Œ B +5 E). 

我 们 总 假定 fx, ts u, w) 是 对 
(4.3) (DED, — © <u <0, —0O Lu; <O, 

(Gi = 1,---, 7) 

定义 的 ,其 中 = (ustitsa). 我 们 首先 证 明 若 干 唯 一 性 定理 ， 
它们 对 于 f(x, ts u, w) HRA REEE 章 第 3 节 定 理 8 中 的 
要 求 更 少 些 . 


定理 5 ULE D+B; 内 有 连续 有 界 系数 的 抛物 算 子 ， 


f(xy ty u, wF u 是 单调 非 减 的 , 则 (4.1), (4.2) 最 多 有 一 个 解 . 

证 明 ”首先 考虑 f(x,t,u,w) 关于 为 严格 单调 增 , 且 <(x， 
1) <0 的 特殊 情形 .假定 ws u E (4.1), (4.2) 的 两 个 解 . 如 果 
wu 关 W2， 那 么 我 们 可 以 假定 在 DD 的 某 些 点 处 m >u. 因此， 函数 
u 一 Wi 一 在 D 十 Br 内 取 正 的 极 大 值 ， 以 (x”, 如) 记 它 取得 极 
大 值 的 点 ， 并 利用 在 (x? » t° ) 处 D,u, = D 2429 Wi > u: 这 一 事实 ;我 
们 就 得 到 

Lu(x°,1°) = f(x°, 1°, u(x° ,1 °), ae > t°)) 

一 f(x, 1°, ux st ), Vets (2°, 1°)) O 
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一 方面 , 握 第 二 章 第 1 节 引 理 1 的 证 明 , 因 为 在 * 取 正 极 大 值 的 


— i eo 


L = eee ov 


每 点 (2°, °) ED + Br 处 , LC®, 2°) <0, TENETE. 
为 了 在 一 般 情况 下 证 明 本 定理 ， 我 们 作 变 换 v= eu 使 
Lu= f 变 为 (L—c) ”一 天 其 中 f= fe + ac). 取 


a >C, f(x, fs vs w) RA HKT v 的 严格 单调 函数 ， 了 于 是 从 前 而 


的 特殊 情形 可 得 本 定理 的 证 明 ， 
定理 6 BL D+ Br 内 有 连续 有 界 系数 的 抛物 算 子 ， 


. 假定 f(x, thu, w) RT u 是 Lipschitz 连续 的 , 它 的 Lipschitz 系数 
在 (4.3) 的 任意 有 界 集中 对 于 (x, fs u w) 是 一 致 的 ; 则 (4.17 (4.2) 


证 明 首先 考虑 f(x, ts u, w) XF u 为 Lipschitz 连续 , 它 
的 Lipschitz 系数 对 于 整个 集合 (4.3) 为 一 致 的 特殊 情形 , 即 
(4.4) f(x, ts u, w) — f(x, tsn, w)| SMlu— äl. 
变换 v = ue 把 (4.1) BH L, =f, 其 中 
f(x, t v, Viv) = flay ty uy Vite” + ay, . 
取 2 > M, Wil f(x, 1, v, w) 变 为 关于 > 的 单调 增 函 数 ， 因而 可 以 
应 用 定理 5， 7 
”如 果 不 满足 (4. 人, 而 ， Uis U2 为 为 (4. 1), G. 2) KIARN. 
则 设 4 为 满足 如 下 条 件 的 任意 正 数 : . 
Lub. Jul <A; Laub. lv see <A Gel; 25 oe 


其 中 Vau] = = [S(Ou/0x; yy, 在 有 界 集 (e, t, “, w); (x, 
ED, (u| <A, |w] <A} 之 外 修改 f(z, t, u, w) 的 定义 ， 
BEA RSE E G. 4). 于 是 从 前 面 特殊 情形 即 可 得 出 本 定 
下 面 的 附注 ， 往 后 是 有 用 的 . | . l 
附注 1 假定 我 们 要 证 明 (4.1),(4. 2) 的 任何 解 4 必 不 超过 
某 个 常数 K, 那么 对 于 [| >K 更 改 f(x; fy ts w) 的 定义 ， D 
各 定义 
O Mastan w) ul <K, 
UD Konu w= es ts tK,w) tu>K, 
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于 是 如 果 我 们 能 证 明 
(46) Lu=} 在 D+Br 中 ,w 一 yy 在 B+5s 上 
的 解 * 存在 , 则 x 也 是 原 间 题 (4.1), (4.2) 的 解 2， 唯 一 性 地 同样 ， 
和 注意, 如果 f 关于 某 一 个 变量 是 Holder 连续 的 , 则 由 (4.5) 所 定义 
的 函数 了 IRR, E 
附注 2 下面 的 断言 是 第 二 章 第 6 节 定 理 16 的 特殊 情形 ， 
设 fis fzs Pro Pr Ata FRUASHAA AR: 
(4.7) Lp, <fiCxs ts Pis Vxpi) CEDW), 


Lu > fi(x, t> ú, Vit) (EDA), 
Pi>u ŒB +s) 
(4.8) | Lor > f(x, ts Prs Vep2) (在 DD 内 )， 
Lu < f(z, ty u, Vit) (4E DA), . 
PH : (在 8 二 5 上)， 
(4. 9) oe, t) < u(x, t) < p(x, t). 


利用 这 个 附注 ， 我 们 来 证 明 下 面 的 定理 . 

”定理 7 1 L= 3a;;,8°/8x,0x; + Eb; 8/8x; 一 5/08 为 在 
D 内 有 连续 系数 的 抛物 算 子 , 并 设 1x,:, us w) 为 一 连续 函数 , 且 
对 所 有 的 (x, 1) €D, —0 <u < 00 WE. oo 
(4.10) uf(x, tsu, 0) SA+ A, (4,20, 4220), _ 
则 对 (4. 1), (4.2) 的 任何 一 个 解 Cx t) 以 及 任意 的 b> Ay ED l 
内 


(4.11) lulz, D| < [G2 al + Lub. ol em 


证 明 以 4 记 (4.11) 右 边 括号 里 的 式 子 ， 利 用 (4.10) 容 易 验 证 . 
对 于 任意 的 «> 0， 函数， 一 (4 te)” 满足 


1》 若 问题 (4-1) (4-2) 的 任意 解 % 都 有 估计 |e] SK > Mo 亦 是 问题 (14.5),《4.6) 
的 解 , 反 之 ,只 有 证 明了 问题 (4-5) (4.6) IR BA iT |e] <K, 才能 断 官 
它 也 是 问题 (4.1)， (4.2) OM, RAE 
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Ly 过 jr, t; v, Sv) CHDIW)s 
5 > 由 (在 B+s 4) 
因此 , 据 附 注 2, 有 ule, t) 二 v(x, 2). 类 似 地 ,我 们 得 到 
u(x, t) > — v(x, t). 
让 。 一 0， 就 得 到 不 等 式 (4.11). 
现在 证 明 (4.1),《4.2) 的 存在 定理 .我 们 需要 下 面 的 假定 : 
(BY aii» Dis C 在 D 上 是 Halder 连续 的 ， Qi 在 S 上 属于 Ci-o; 
即 (2.9) 成 立 , 此 外 
(4.12) Flarl? + E [6:12 + TC]? < H. 
(c) 存在 正 的 常数 Mo 使 得 对 任何 M >M, URED AA 
有 满足 jx13;。 < M 的 函数 u 一 u(x, t), A 
(4.13) 2K |f#(x, t, u, Vu)| < 
K #46 = a 时 在 (2.10) 中 出 现 的 常数 . 
定理 8 BESE C2-。 和 Crea 类 的 ， 而 工 满足 假定 (4 )， 
(BY, fxs ts u, w) 在 (4. 3) 的 有 界 子 集 内 是 Halder 连续 的 ， 并 
且 (c) 成 立 。 如 果 对 于 某 个 < 5 <1, PE Crs, OBL 
Lip(x, t) = fx, ts b> Vid)» a 
则 (4.1),《4.2) 的 解 x 存在 。 而 且 x 属于 Ce(CD)， 并 且 对 于 某 个 


—0<r< 1,4 BF Cur. 


证 明 考虑 满足 如 下 条 件 的 函数 v(x, t) 的 集合 Cu: 
lol? <M, v= (在 B+S E). 
在 Cu 上 定义 变换 w = Zv 如 下 : w 是 如 下 问题 的 解 : 
(4. 14) Lw =f(x,t,1, Vav) (ŒD + By 内 ) 
wy | (在 B+St)。 — | 
FA f(x, t, vx， ys Vv(x, 1)) = F(x, z) 是 Hölder RNGA 
数 为 某 个 正 数 ), 又 因为 在 8B 上 Ly 一 F, 据 第 三 章 第 PER 
7; 存在 唯一 解 ww。 我 们 将 利用 Schauder 不 动 点 定理 (第 4 节 定 理 
2) 来 证 明 Z 有 不 动 点 . 
我们 首先 证 明 Z 把 Cx 映射 成 自身 。 BR wo 一 本 w 
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Lw = f(x, t, v, Vv) — LY (Æ D+ B; Ñ), 
wy = 0 (在 B +S E) 
Hae BF Cu D) 它 是 在 区 域 D 上 的 某 个 扩张 。 
由 定理 4 有 o 
zol < R| flr, ty Vs Vt) lo + KÌ LY |o. 
到 M > Mo M > 4K1LW1, 并 应 用 性 质 (e) 我 们 就 断定 


Tarl 3 E 
Wo ia STM. 


因此 ,如 果 M > 4Y firo 就 有 
(4.15) | Toles Ms 
BD Z #2 Cy 映射 成 自身 . 
类 似 地 ,对 于 任何 ve Cx 我 们 得 到 
(4.16) Tøl <M (M RFM) 
从 第 1 节 定 理 1 的 证 明 看 出 , 由 (4.15),(4.16) 所 定义 的 集合 是 集 
& Cu 的 紧 子 集 (Cu 以 | [Ria RE). Bitzi Cy SiE] Cy 


的 紧 子 集中 . 
为 了 证 明 z 是 一 连续 映射 我 们 注意 到 ,如 果 
| ttm — ulita > 05 
RI 


e = lub. f(x, ty Uy Vit) — fxs ts tm Y Yum) 0. 


据 定 理 4, 因为 | | | 

. | TZu, — Zulise < Const.¢,,-> 05 - 

所 以 关于 (1 +a) 范 数 有 Zu, > Zu, 即 Z LER. 
”最 后 ;因为 Cu 是 Banach 空间 Ci4.(D) 的 闭 的 凸 集 , 所 以 应 

用 定理 2, 可 以 断定 Z 有 不 动 点 x， 于 是 x 是 (4.1), (4;2) 的 解 , 它 

EFT Cu. ERTES 3 节 定 理 7, 从 而 ,对 于 某 个 0 < 7 < 1, #. 

也 属于 Cr. | 

现在 我 们 利用 定理 7, 在 关于 f OL OMT 
在 性 定理 。 我 们 首先 考虑 如 下 情形 : 
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(4.17) W(x, ts u, w)\| <AC\e|) + ule), 
其 中 w= (ust, tn), (w) = Coed”, he e-TEDRR, 
AC |u|) Hla 1 的 任意 正 的 单调 增 函数 ， 

定理 9 eB L,S; p 满足 定理 8 的 假定 ,f(x， Ly i, w) 在 
(4.3) 的 有 界 子 集 内 是 Halder 连续 的 ,对 基 些 常数 A, Az» C4. 10) 
成 立 ,还 假定 对 于 某 个 正 的 单调 递增 函数 4C1x|) 和 某 个 充分 小 的 
#*( 仅 依赖 于 D, L), (4.17) 成 立 . 如 果 在 ðB E Lo = f(x, 0, 
Ps Vap) Wl (4.1), (4.2) 的 解 存在 . 

证 明 从 定理 7 推出 ,对 于 某 个 常数 和 (4.1)， (4. 2 ) 的 任 
何 可 能 的 解 有 |u| 过 1。 于 是 据 附 注 1 和 (4 17), 我 们 断言 ;不 失 
一 般 性 ,可 以 假定 

HEF fs U, w)| <A 十 glwl Ca = 4Q)), 
取 4 使 4nuK <1, 就 可 推出 ,如 果 lel < : M, IDs ul <M, H 
当 M > 4KA’ 时 有 
2K|flx, t, u, Vs)| S 

”因而 条 件 (e) 满 足 , 于 是 从 定理 8 nie o», 

附注 (a) 因为 《4.137 中 的 天 仅 依赖 于 8, Hos His Ha 和 
D;, 所 以 4 也 一 样 . | | 

附注 (b) 如 果 f(x, te, w) BEKSA 

(4.18) MCs ts u, w) < Bi + Bilu] + Bilel + alwi 


.O<1< 1), | 
其 中 B, 为 常数 ， 则 f PEM ECA 10) 也 满足 (4 17); 因而 可 以 应 用 定 
理 9, 

附注 (e) ”读者 可 以 验证 ， 如 果 (4.17) 由 下 面 的 不 等 式 人 
= 定理 9 仍 为 真 : 


(4.19) |fCx, ts u, w)| < a(n) + hale + ele)» 


D 必须 指出 > 按 第 4 节 附 注 1 修改 的 函数 信 以 后 ,相应 的 定 解 问题 (4.57， (4.6) 
的 解 仍 有 估计 lula, WL 244 页 校 者 注 . 校 者 注 
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其 中 /|z|) 为 任何 正 的 音调 增 函数 ， id e 充分 小 。 

最 后 ,考虑 1 人 x, tu, w) 不 受 任 何 增长 的 ,条件 约束 的 情形 . 
如 果 我 们 取 ( 依 赖 于 , 亚 , L, DW) M 充 分 大 ,然后 利用 (3. 23) 而 不 
是 (2.10), 对 某 个 充分 小 的 9 ERM Ds 内 应 用 定理 8 的 证 明 , 我 
们 就 可 以 建立 关于 Z 的 不 动 扩 的 存在 性 。 因 此 有 : 

定理 10 设 L,5, 满足 定理 8 的 假定 f(x, tsu, w) 在 
《4.3) 和 的 有 界 子 集中 是 Holder 连续 的 。 MRE OBL Ly 一 fle, 
0, p, VY), 则 对 于 某 个 充分 小 的 a, 在 D。 内 (4-1)， (4.2) 的 解 在 
在 。 

我 们 可 以 把 本 节 的 若干 结果 推广 到 第 二 初 值 边 值 问题 的 解 

上 , 见 问题 3 。 

5. 有 非 线性 边界 条 件 的 线性 方程 . 

在 这 一 节 我 们 考虑 问题 


(5.1) Lule.) = fi) EDK) 
(5 2) u(x, 0) = p(x) (在 B E); 
(5. 3) Bees = g(x, t, u(x, t), e) Œs) 


”其 中 工 由 (2.4) 定 义 , > 是 内 补 法 向 导数 (其 定义 见 第 二 章 第 5 节 ， 
和 第 五 章 第 2 节 ), D 是 侧 边 界 为 5 的 无 穷 柱 体 BX (0, ©), 而 
f(x, t)» g(x, tsu, v), p(t) 为 已 知 的 函数 。 

我 们 需要 下 面 的 假定 : 

(A) LED Lim. 

(A) 工 在 娓 上 是 抛物 的 , 且 对 某 两 个 正 的 常数 Ko Ki 有 

= aulx, £) ÈK (x, D) 2 — Ki. 

(B) 工 的 系数 ajs bi c 在 DD 上 是 连续 的 ,并 且 e< 0.. 

(BY 工 的 系数 aij, bis c DLE Halder 连续 的 ， H. e<0 

在 陈述 关于 的 条 件 之 前 , 我 们 考虑 条 件 (5.3》 的 物理 解释 ， 
如 果 « ED 内 的 温度 , 而 PG) 是 DD 外 的 温度 , 则 Newton 的 冷却 
EEH g(x, t u, pE RT u 是 严格 单调 增 的 ,关于 p(t) 是 严 . 
格 单调 减 的 ,而 当 x 一 gO) 时 g(x, ts u, p@)) 一 0。 于 是 导致 如 
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下 假定 : 
(G1) g(x, t, u, v) 对 于 (x, 2) ES, 一 co 一 4 一 oo, 一 oo 二 
v< co ,是 连续 通 数 .。 
(G2) g(x, ts u, v) 关于 zx 是 严格 递增 的 , 关于 ”是 严格 递减 
A. . 
(G) 当 u—> to 时 ,对 于 S ER Cst) 和 有 界 集 内 的 v 
一 致 地 有 g(x, t, u, v) > +0, 
(Gs) 对 于 所 有 的 (x, t) E5, 一 co <u 一 co 有 gle, tu, 
| v) = 0, | 
(Gs) 对 于 任何 K> 0, 存在 正 的 常数 mn， 使 得 对 于 所 有 的 
(x, 2) €35, |v] <1 + 1ub.le@I, lu | < K, la” I< 
Ku <u’, B 
(5.4) glx, ts u”, v) — glx, tyw, v) > glu" u’, 
注意 , 当 Og/Ou 存在 且 为 正 时 ， (G) 得 到 满足 . 
在 这 一 节 我 们 将 证 明 存 在 和 唯一 性 定理 ， 还 要 证 明 ， 假如 当 
t— co 时 1 一 0, pg 一 4, 那么 当 r> 00 By a A, 这 个 论断 是 
出 于 条 件 (5.3) 的 物理 解释 . | 
定理 1 假定 3 的 过 界 OB 是 CH 类 的 Co<p<D, 
满足 (A), (B); IRE (G), 则 对 于 任何 0 二 * < 00, 在 D, 中 
(5.1) 一 (5.3) 最 多 有 一 个 解 。 
证明 ” 假设 w,v 是 DD, 内 (5. 1 一 G 3) 的 两 个 不 同 的 解 于 
是 我 们 可 以 假定 在 忆 的 某 些 点 x 二 r, PR w = u > v Æ D, A 
满足 方程 Lo = 0. 由 极 值 原理 ， 它 的 正 的 极 大 值 在 十 5; 的 其 
些 点 处 取得 。 AEB Law 一 0， 所 以 w 在 8: 的 某 点 p= a, 
:*) 处 取 其 正 的 极 大 值 ， 估 此 ,在 ?处 Ow /Ov <0. HG), B 
为 在 P 处 有 
Dt mm gx» to ts pli) — glay ty v 9) >0, 
我 们 就 导出 了 了 矛盾. 
定理 12 假定 OB 属于 C0 <<), LE (A) 
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CB), 而 8 满足 (G3), (Gs). mz (5.1)—(5.3) 在 某 个 区 域 
D.(0 < r 一 oo) 内 的 解 , 则 在 D. 内 有 
6.5) IlaCx, 2)| SH, 
其 中 互 是 仅 依赖 于 g» Ki. Ko B 的 直径 和 | 有 ,14%1，1e1 的 上 界 的 
常数 . 

证 明 R2, R 是 充分 大 的 常数 ,它们 只 依赖 于 Ki K: ÑB 
的 直径 《 见 第 六 章 第 2 节 )， 可 以 使 函数 5(x) 一 e 一 ex 满足 

| L5 一 一 1 (ED, WA) 


“> 1 (ŒB 上 ). 
对 任何 Hy > lu.b. Ifl + Lb KAE 考虑 函数 w = Hob -u E 
wee. | 
(5.6) Lw<0 Œ D, A), w >0 CEB E) 
6.7) Sealt) (ESE) 
其 中 


Ex ty w) = Hy Že- — g(a, t, Ho — w, pls). 
E (G3), 如 果 ( 仅 依赖 于 Hd.o.b.|51、1g| 的 上 界 和 & 的) 一 ww 充分 
大 ,比如 ,一 ww > H, RFS. 上 有 B(x, f, w) ~ 0. 

ORR ED. 内 取 负 值 , 贝 于 (5.6)， 则 它 的 负 的 极 小 值 
GRA m), YERA PES, 处 取得 ， 且 在 P 处 9w/6vw 之 0. 如 果 
—m> Hy N) (x, ts m) <0, 于 是 我 们 得 出 和 (5.7)》 相 矛 盾 的 
结果 ,因此 ;一 m 声 码 , 即 Hot — u >m > — HB u< Hol + 
H. 通过 考虑 Wl +e 我 们 也 可 以 得 到 《的 下 界 ， 于 是 证 明 完 
H, 
把 定理 12 应 用 于 Deo 让 = MB, RIRE: 
推论 “ OB 属于 Ce(0 一 6 一 1), 工 满足 (4》(B); 8 
HE CG), (G). WẸ» 为 也 内 (5.1) 一 (5.3) 的 解 , 且 

lub. |f| < 00, Lub. |p) | 00, 
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则 在 D 内 有 
(5.8) lu(x, 2)| <H, 
其 中 五 依赖 于 某 些 量 ， 如同 定理 12, 

现在 我 们 证 明 存 在 性 定理 . 

定理 13 假设 88 ÆC 类 的 (0 二 8 一 1)， LRR ， 
(BY; 2 ECG), (G)s (G); rs t) RF x Æ Holder 连续 的 ， 
关于 九 的 有 界 子 集 是 一 致 的 ;对 于 0 委 : 上 < o, pE ERAR, 
最 后 , 设 p(x) BEB 六 有 紧 支 集 的 连续 函数 ， 则 (5.12) 一 (5.37 Æ 
在 唯一 的 解 ， 

证 明 首先 我 们 对 于 任何 0<r 一 oo E D, 内 证 明 存 在 
性 ， 设 2 为 万 。 ERA ERRA v(x, ¢) 构成 的 Banach 空间 ， 其 
AA 

llel] 一 Lub. |o(#52)1. 


对 于 任何 R > 0, D Za 记 集合 {os veZ, lol < R}. WE 
每 一 个 v€ Zk 我 们 定义 w= To 为 (5.1),《5.2) 和 


ĈE m= aes t, oles 4), OO) 
的 解 。 据 第 五 章 第 3 节 定 理 2,w 存 在 并 且 是 唯一 确定 的 ， 此 外 它 ， 
有 如 下 形式 : 
(5.9) wx,D) =—| |, Pas ts E PE» tadBede + Glas Dy 
其 中 4Bs 为 98 上 的 曲面 元 素 ，。 | a 
(510) C(e, 1) = |, PCa, #5 E OBCEJ 


一 -| free. t; Es TE, v)dEdr, 


而 P 为 积分 方程 . | E 
, 9G(x, 8) 1) | 
2 Ox(x, ) — 2g(x, bs wes D P0). 
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的 解 。 我 们 将 证 明了 工 有 不 动 点 .。 

据 定理 12, 因为 (5.1) 一 (5.3) 的 任何 可 能 的 解 是 先 验 有 界 的 
CHL (5.5)), 如 果 对 于 lul >R 象 在 第 4 节 附 注 1 那样 修改 g(x， 
ts ws 0) 的 定义 ， 则 改动 后 的 定 解 问题 的 解 与 原 定 解 问题 的 解 重 
合 。 因 此 ,不 失 一般 性 ,我 们 可 以 断然 假定 ， 对 所 有 的 (x, De 
D, — OSU OLA 


(5. 12) KEF ty Us p(t) | <= const. < ©, 
利用 (5.12) 和 不 等 式 (比较 (5.3.7)) 
OG(x, £) cons 
Ov(x, t) | S const. 


由 《5.11) ,我 们 发 现在 S. LA 
lole, 4)| <A, 
其 中 4 与 zyEZ 无 关 。 从 而 在 Ds 中 (5.9) 给 出 
|w(x, t) = A’, 
其 中 人 与 ok ZEX. HR 2 A’ ,我 们 就 断定 工 把 Zx 映射 成 自 
身 。 
现在 我 们 证 明 工 是 连续 映射 ， 设 on € Z, 并 设 wms GM, Pm 
分 别 由 (5.9), (5.10), (5.11) 定 义 ， 这 里 v = wm。 我 们 需要 证 明 : 
当 los — oll > ORT, lw 一 wl 一 0， 由 (G1), 4 m o NA 
lu. b.lgCrs ts Um(x, t) p)] — glx, t, v(x, 2), p))| -> 0 


类 似 于 (5 3.10) 扩 张 解 pv。 RISIEN Hh 24m —> co Bt, 


l. u. b. | Om 一 p| — 0。 
但 由 (5 9), = m—>colht 
l. u. ub, [wntx, i) 一 we | —> 0, 
BD lwm 一 wll 一 0, FETERE. 
下 面 我 们 证 明了 把 Zr 映射 成 Z 的 紧 子 集 ， 容易 看 出 RK 
| TC ss ,ros dBsdr (ub.lpl < 4) 
构成 一 个 DD 上 的 同等 连续 且 一 致 有 界 的 函数 族 。 如 有 果 把 册 
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(5.10) 所 定义 的 固定 函数 Cle, 1) 加 到 这 些 函数 的 每 一 个 上 ;, 则 所 
得 到 的 族 又 是 万 上 的 同等 连续 且 一 致 有 界 的 。 据 Ascoli-Arzela 定 
理 , 这 个 族 是 Z 的 预 紧 子 集 ， 据 《5.9), 因 为 这 个 族 包 含 集合 (Tr; 
v € Ze FET H Zr 映射 成 Z 的 紧 子 集 . 

”注意 到 Ze 是 Z 的 闭 吓 集 , 于 是 我 们 可 应 用 Schauder 的 不 动 点 
定理 ,从 而 我 们 断言 在 Ze 中 方程 Tu = u 的 解 FE: 显然, * 是 
D, 内 (5.1) 一 (5.3) 的 解 。 解 u 的 唯一 性 已 在 定理 12 中 证 明 . 

对 于 任意 的 0 二 7 < oo 证 得 D: 中 的 存在 性 和 唯一 性 之 后 ， 
我 们 以 u 记 这 个 解 。 对 于 每 一 个 0 二 7 <0, ED, Ane 一 te 
”所 定义 的 函数 显然 是 (5.1) 一 (5.3) 在 D 内 的 唯一 解 。 

在 上 面 的 证 明 中 ,如 果 我 们 不 用 第 五 章 第 3 节 定 理 2, 而 用 它 
的 推论 2, 则 我 们 得 到 : | | 

推论 ”如 果 少 在 召 中 有 紧 支 集 的 假定 由 pCx) 和 ale, 0) 
在 8 的 边界 OB 的 某 个 邻 域 中 有 定义 且 连 续 可 微 的 假定 来 代替， 
则 定理 13 仍 为 真 . | 

附注 。 如 果 条 件 (G3) 由 如 下 较 弱 的 条 件 Gy) KE 则 
定理 12 仍 为 真 , 只 是 互 还 依赖 于 r: 

(GY 4urto 时 ,对 于 任何 0 过 r+ < co, 关 于 Ss 中 的 

(x,t) 和 有 界 集合 中 的 ?一 致 地 有 g(x, ty u,v) >t 
Co. 
利用 定理 12 的 这 一 较 境 的 说 法 ,我 们 也 可 以 和 前 面 一 样 地 证 明定 
理 13。 于 是 如 果 以 (Gs) RB (Gs), MEA 13 及 其 推论 仍 为 
真 . 

最 后 我 们 考虑 解 的 渐 近 性 态 。 

定理 14 BEBE CH 类 的 (0 二 8 <1), LRA, 
(B), 8 满足 (Gi) 一 (Gs), 并 且 在 巨 上 一 致 地 有 
(5.13) limf(x, t) = 0, lime(x, = 0, 

(5. 14) glo) = impl) FE. 
如 果 “(x, t) 为 (5.1) 一 (5.3) 在 DD 内 的 解 ， 则 在 百 上 一 致 地 有 
e253% | 


(5.15) 0 limu(x, t) = poo), 


证 明 EEM 12 的 推论 ,因为 u(x, t) 在 D 内 有 界 , 所 以 当 
t 一 © 时 ,在 B 内 一 致 地 有 c(x, u(x, zt) 一 0， 因 此 我 们 可 以 把 
(5.1) 重 新 写成 (L 一 Ju 一 了 的 形式 ,这 里 当 -> co 时 ,在 3 内 
一 致 地 有 Ke, 一 0. 于 是 ,不 失 一 般 性 ， 往 后 我 们 可 以 假定 


c(x,t) = 0. 
设 。 是 任意 的 正 数 , 设 .o 使 得 
(5.16) =- |x,1)| <e (t>o, x€B) 
(5.17) —— le®— p(oo)|<e (Ba) 


iz lule o)l < Crs Rh eB, LA vid 
|  Ly=—e CE D—D, 内 )， 
(5.18) v(x, o) =c Ge B), | 
Mm gest, volo) +6) (ESS, 上) 
的 解 。 把 定理 13 应 用 于 一， 一 ci 即 可 推出 它 的 存在 性 ， 象 证 
明 第 二 章 第 6 节 定理 17 那样 推论 ， 就 可 在 D 一 D。 内 导出 不 等 
式 : , 


(5.19) | | | u(x, t) < v(x, D)o 
(5.20) w =v +e? . 


其 中 3(x) = eM, Hub A 使 得 L9 > 1, 
由 于 (5.18) , 迪 满 足 : | 
Lw>0 (在 DD 内 )， 

S. 21) wx,0) < cx€ B(c, = c + 2el.u.b.9(x)), 

OW 一 nest, w) 《在 S— S, 上 )， 
其 中 g(x, t, w) = g(x, t, w 一 59， plo) +e) + e89/3vr, 其 
次 ,我们 指出 , 由 于 定理 12 的 推论 , JAD ler, o) IR c: 与 
0 无关。 根据 这 个 推论 (以 1 一 o 代替 :1) 我 们 还 可 断定 ,> 在 
D—-D, W5 o, e(0 < s < 1D) 无 关 地 有 界 。 因 此 ,对 于 几 也 是 如 
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Ue. 因而 当 ea 充分 小 时 , 据 〈《Gs)， 对 某 个 与 6 无 关 的 N > 0, 有 
(5.22) gx, t, w) > g(x, t, w — Ne, p(o) + e), 
7% kee ON FEMEIE SCx, t): | 
LS = 0 (Æ D— D, ADs 
(5.23) S€x,0) =c x¢€B, 
Os 


Bp 8% t, S—Ne, plo) +e) (在 S 一 3。 E). 


过 用 定理 13 于 w =S— c， 可 推 知 5(x,z) 的 存在 性 . 

利用 (5.22)，(5.21) 和 (5.23) 我 们 看 出 , 应 用 第 二 章 第 6 PE 
理 17 可 以 推出 | 
(5.24) wlx,t)<S(x,t) (Œ D—D, 内 ). 
剩 下 要 估计 SCs... : 

据 (Gs,), (Gs) 有 

g(x,t»$— Ne, pl) +e) 

= g(x, :, S—Ne, p(©)+e)— glx, t, 9(co) 十 ey9p(co) 十 e) 

>(S—Ne—plo)—e) (>0). o 
重要 的 是 要 看 到 与 S 无 关 ， 因为 据 定理 12 的 推论 (应 用 于 
zk 一 SS 一 Ne， 并 以 一 RBH), Ses DEE 1 D — D, 内 与 .cy € 
无 关 地 有 界 。 

令 5S 一 Ne 一 pco) 一 e， 我 们 就 得 到 

LS = 0 (在 D—-—D, 内), — 

(5.25) S(r, 0) = c2,2€ B (ez = c, — Ne — p(o) - 一 a), i 


oe “(在 S 一 5 +). 
r 


类 似 了 证 明 第 六 VEL 5 节 定 理 4, 我 们 发 现 ,对 于 适 当 正 的 常数 1， 
R, p, PAR | 
oo s(x, £) = (eit — et) nen 
满足 : 
Lz <0 . ŒD =D, A), 
(5.26) z(x,0) > ea x€B, 
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PT ar aa PH AR = Es: r aAA E er pe a 


2 一 qz 一 1 (Œ s—5, 5). 


应 用 第 2 章 第 6 节 定 理 17 FS. z, 我 们 就 得 到 
SCx t) < z(x, £) (在 D — D, WA). 

回顾 5 和 zz 的 定义 ,可 知 
(5.27) SCw, 1) — 9(%)— Ww + De < Ae ee, 
其 中 4 是 与 c, se 无 关 的 常数 。 

把 (5.19),(5.20),(5.24),(5.27) 综 合 起 来 ,只 要 = 5 我 们 就 
得 到 | 
(5.28) ‘u(x, t) = plo) + cg, 
其 中 到 依赖 于 6， 而 ce 为 与 6 无关 的 常数 。 同样 地 ， 对 于 一 切 充 
分 大 的 1, 我 们 可 以 导出 不 等 式 ulr, 1) > 9(co) 一 Ce. AME 
理 14 证 毕 . 


A 题 

1X FC x5 ty Hey 0) XF” u 是 单调 非 减 的 。 E /zsts 0 0) = 0. 试 证 明 
“= 0 为 方程 Lu = f(X, ty ty Txt) 在 D + Br MEMS Ee B+S sE 
为 零 (上 为 有 连续 系数 的 抛物 算 子 /)。 

2. JEL, 3 如 第 4 节 定 理 8 HAR IR x,t, yw) El. ;) 的 有 界 于 从 
中 是 Holder 连续 的 . 试 证 朋 : 如 果 在 ôB f(x, 0,0,0) = OFFA f(s! > 
“s w)| S4 + Cjx| ,其 中 4>1y 则 当 AO 时 (4.1) 有 解 存 在 ， 
CE B+S 上 取 零 值 。 f 

[提示 : = 24(t 十 6) (对 某 个 e>0) de D AWE Le - 4+ A + coro, 
ÆDE S>0,] 

3、 从 第 五 章 第 3 节 定 理 2 (特别 是 (5.3.5)) 和 从 第 五 章 第 4 节 定 理 3 
的 证 明 ， 我 们 可 以 导出 和 定理 4 类 似 的 如 下 定理 ; 定理 4'。 i D 是 柱 体 
Bx (0,57), B Æ CH BH (0<B<1), 23t) 在 D 上 关于 * 是 一 致 Hilder 
连续 的 ,并 设 工 由 (2.4) 定 义 ,其 系数 是 Holder 连续 的 且 满 足 (2.7),(2.8)。 
如 果 | g 
Lu = f (E D+ Br 内 )， 
(x) “=0 (728 E); 
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it gx, tw 一 0 (ES 上)， 
其 中 ju.b.|g| 筷 ', 则 对 于 任何 0<5<t 有 


T= < 天 8， 

其 中 K = K(D, 6, Ho, Hi, H’), 

如 果 g(x 4) < 一 pr <0, RENEE TE ARREO). AA 

这 一 点 和 定理 4 ,在 s(x,:) <— <0, f = f(xy ty u) H wf(x, ts 4) < 

Asè 十 二 /rs u) |< AC |e) 时 , 试 证 明 对 于 ( 妈 ) 有 类似 于 定理 MA 
在 定理 . 

4, 设 1(x) 是 两 次 连续 可 微 的 , 且 | (lee 9 lee RBH 
于 任何 函数 wy* Re =u — oF 

a(P.9)~*| [#(u(P)) — HelP))Y 一 ERCO) — (QD 

<e POKON + areco) {AE Rol 


+ Œ) — (9) lh, 


a(P, 9)° 
[提示 : 
(u(P)) 一 1(z(P)) = |! -Z KOP) + (1 一 8)z(P))43 


= [u(P) — (P) IEP Ou) + (1 — 9)z(P))28.] 


5。 试 证 明 : 如 果 工 的 系数 在 五 上 是 Hilde 连续 的 , 工 在 5 上 是 抛物 的 ， 

S 是 Cipe 类 的 ， 多 是 Cipa 类 的 ,而 f(x, ty uy Diu, Dit Da) RATHS B 

变量 二 次 连续 可 微 ， 则 当 e 充分 小 ， 且 在 88 上 有 Ly = ef(x, ty hy Deps 
Dafo Dp) 时 ,如 下 的 问题 存在 唯一 解 : 

Lu 一 6f(x, 1, tty Ditty Diu, Dev ) (Æ D + Br A), 
“= (在 B+s 上 ). 

,提示 : 利用 第 三 章 第 2 节 定 理 6 的 (2 + a) 估计 , 以 及 推广 到 多 变量 
函数 f 的 问题 4 和 第 三 章 第 1 PE 1.) 

6. 假定 第 5 节 的 (4), (B) RE, 68 是 C'+(0<p<1) 类 的 ， g(£, ty 

ty Vv) 二 g(xs tyu) 关于 zx 为 严格 递增 , 且 s(x, it, 1) 之 0，g(x, ty 0)<0. 试 让 

BA: 如 果 “ 在 De 中 是 (5.1) 一 (5.3) 当 /=0 时 的 解 , 则 当 z>0 bfa (2)e> 

min(0, g.1.b.%)3; (6) Æ Lu.b. <1, Wj wl: (c) 若 1u.bg>1， 则 
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HE not 


a<l.u.b.g, . 

7. 假定 工 的 系数 与 ， 光 关 ,并 满足 第 5 节 的 (4) 和 (B), OBE Crte(0< 
BUR g = a(x, t, za) 适合 问题 6 中 的 假定 ,此 外 设 g(x*, t, u) 关于 :是 
单调 非 增 的 。 试 证 明 : 如果“ 是 《5.1) 一 (5.3) 的 解 , 其 中 f=0 BH 
于 1 的 非 负 常 数 , 则 w(x, 2) 关于 : 是 单调 非 递 减 的 。 

[提示 : AGB olet) = u(x,t + h) 一 u(x,z) 并 利用 问题 6.] 

8， 假 定 : 335 PAIC), CB) ma, C=0, g = a(x, tye) (4,4) 5, 
—co<u<ico) 是 连续 的 ， g(t, t, 1)=0, (x,t, u) 关于 “为 严格 递增 的 。 
以 及 , 对 于 任何 K>0, KER (5.4) 对 于 ele, 4, wu)((x, 1)€5， [u] <K, 
[w| <K, u <u) 成 立 * 这 里 3 RMF K. 试 证 明 : 当 f=0 时 (5.1) 一 
《5.3) 的 任何 一 个 解 w FED 上 对 于 某 个 &>0 有 . 

u(x,z)=1 + oler), , 

[提示 : 设 ei = mia(0, g-L-b.p), cı = max(1, lu. b. d)» 并 且 设 ， mi 为 
当 f=0, dae; 时 (5.1) 一 (5.3》 的 解 ， 证 明 w <» < ur RAB 5 节 的 
xs(zs t) 估计 1 — uisu 一 1.] 
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第 Ne 
自由 边界 问题 


引言 “前 几 章 我 们 论述 了 第 一 和 第 二 初 值 边 值 问 题 的 解 . 
在 这 一 章 里 我 们 将 讨论 一 种 新 型 的 问题 ， 其 中 边界 部 分 是 “自由 
的 ”( 即 不 是 给 定 的 ), 并 且 要 和 定 解 问题 的 解 一 起 确定 。 在 目 Ha 
界 上 给 出 一 个 补充 的 边界 条 件 。 

在 十 分 简单 的 物理 现象 中 就 已 发 生 带 有 自 由 边界 的 问题 例 
如 ,考虑 占据 区 间 a<r < oo 的 一 翘 冰 块 ,假定 冰 块 的 温度 处 处 
X 0C, 而 在 x = a 点 处 温度 保持 TOC :其 中 了 > 0， 于 是 冰 块 开 
始 融 化 ,对 每 一 时 刻 > 0， 水 将 占据 区 间 eS * < xD)。 若 区 * 
记 水 的 温度 ,于 是 我 们 有 : 

Ux, — Ur = 0 (a <x LC), t> O); 


(0.1) ula, t) == T (t> 0), f 
u(s(z), 2) 一 0 (: > 0)， 
其 中 天 0 为 某 个 常数 ， 


s(#) 是 自由 边界 , 它 不 是 预先 给 定 的 . 不 过 ， 关于 。 x te) 给 
出 一 个 补充 条 件 , 即 能 量 守 人 恒 律 . CA 如 下 形式 : i 


(0. 2) | a) = u(t), 2) Ct > 0); Op 


其 中 k 是 某 个 正 的 党 数 . 
间 题 (0.1)，(0.2) 称 为 Stefan 间 题 。Stefan 问题 是 在 固体 融 
化 (或 者 液体 结晶 ) 过 程 中 出 现 的 自由 边界 问题 ， 
” 如果 冰 的 温度 v AERA OC, Wo AE E 
l Pvrr — v=) E {s(t) r+< 0, ft > 0), 
(0.3) vlx»s0) = p(x) : (0<x< 0), 
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vls(®, t) = 0 E > 0), 
其 中 p= const. #0, m V(x) 为 给 定 的 非 正 的 函数 ， 条 件 (0.27 
? : 


(0.4) ALD. L ku CÒ 1) + hoes) 1 (:> 0) 


FRESE ko 为 某 个 正 的 常数 .问题 (0.1), (0.3), (0.4) 称 为 两 相 
Stefan 问题 ,而 问题 (0.1)，(0.2) 有 时 间 做 一 相 Stefan 问题 . 
”在 本 章 中 , 主要 涉及 一 维 Stefan 问题 ， 我 们 将 研究 解 的 存在 
”性 ， 唯 一 性 和 解 的 渐 近 性 态 等 问题 . 在 最 后 一 节 我 们 将 简要 地 提 
到 其 他 自由 边界 问题 . 
1. Stefan 问题 .化 为 积分 方程 
考虑 如 下 问题 : OR :(z) > 0 和 w(x, ¢) 使 得 
(1.1) wr ú: (0< x < s(t), t>0), 
《1.2) «a0, =H) (0,1>0), 
(1.3) -uCx,0) =p) (p) 20, 0<x<b) 
H pl) = 0, b> 0), 
(1.4) u(s(4), t) = 0 G>0 和 530) = b). 


(15) DD ~— 2 >0). 


x= s(t) 不 是 已 给 定 的 边界 而 是 和 «Cr, 1) 一 起 要 寻找 的 自由 边 
R. 条 件 (1.2) 一 (1.4) 构成 第 一 初始 边界 数据 , 而 (1.5) 是 关于 自 
由 边界 的 条 件 ， 假 设 f 之 9, p> 来 自问 题 的 物理 背景 . 

定义 我 们 说 u(x, 1). s OM TMA te <0(0 <a <0) 
构成 (1.1) 一 (1.5) 的 解 ,如 果 GG) Ou /Ox? 和 8w/8 对 于 0 se < 
s(), 0 <t <o 是 连续 的 ; GD u 和 Bu/8x WF 0 <x Ss) 0< 
1 oH ERs ( 道 )w(x, DAF = 0, 0< r <b 也 是 连续 的 ， 
HM +20, 2-0} 0 < liminfu(x, 2) < limsupu(x, t) 一 op 
(如 果 p) 一 (0) RAER u Æ r 一 :一 0 处 连续 ); Civ) 对 于 I< 
t <o, sie) 是 连续 可 微 的 ,《v) 方程 (1.1)~-(1.5) 得 到 满足 ， 

定理 1 MEK) <t< 0) 和 p(x)(0 志 x 和 45) 为 连 
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续 可 微 函数 , 则 对 于 所 有 的 < oo , 定 解 问题 (1.1) 一 (1.5) (存在 
唯一 解 x(x, t), sz))， 而 且 函 数 x = slz) 关于 上 是 单调 非 减 
BY. 

在 这 一 节 和 下 一 节 里 将 给 出 本 定理 的 证 明 . 在 这 一 节 我 们 把 
问题 (1.1 一 (1.57) 化 为 求解 关于 uls), t) 的 Volterra 型 的 非 线 
性 积分 方程 的 等 价 问题 ， 所 用 的 步骤 可 应 用 于 很 广泛 的 一 类 自由 
边界 间 题 . | 

我 们 首先 证 明 : 如 果 uss 对 于 所 有 的 上 < 5 构成 (1.1) 一 (1.5) 
的 解 ， 则 sC) 为 单调 非 碱 的 . 据 极 大 值 原理 ,对 于 0 < r< sQ), 
051508 ule, t) 20. 因为 在 x = sG)E u= 0, Æ x = sQ) 
Eu, <0, RIE (1.5), ds/dt > 0, BI sC) EMAER. 实际 
上 我 们 可 以 证 明 更 多 的 结果 , 即 

WR px) Æ 或 者 在 每 一 个 区 间 9 << ele >0) 上 
f(z) 40, Wi sC) 严格 递增 ， | 

EXE, 在 相反 的 情况 下 ,将 存在 两 点 P, UG <2"), 使 得 
s(t’) = s(t). 但 是 对 所 有 的 二 二: <r", A O l= s), HE 
(1.5) Æ r= (D EGE KEE )u 一 0。 而 由 强 极 值 原理 和 我 
们 关于 9 和 的 假定 可 推出 ,对 于 0 二 * 过 sz), (0 二 :二 0o) 有 
u(x,z) > 0。 因 为 uCs(1),z) = 0, 我 们 可 以 应 用 第 二 章 第 5 节 定 
理 14， 从 而 断定 ,在 x = se) Ce’ <2 <9") Ee 一 0。 这 是 一 个 
FA. 

在 把 问题 (1. 1) 一 (1 ) 化 为 求解 积分 各 的 问题 时 ， 我 们 要 用 

下 面 的 引 理 . 

| 引 理 1 ik NO < :< 为 连续 函数 ,xd (0<2<e) 
满足 Lipschitz 条 件 ， 则 对 于 每 一 0 二 :过 o, 有 


(1.6) Ba Br OKC sO, Ddr 


x>s1-0 Ox 


g(t} 


= = p(t) + \ p(t) |Z K(x, t; ; sC); ol, dr， 
其 中 


ezte 


K(x,t;€,t) = — =E 


a | 

2" (t — tr)? 4(z— r)" 

于 是 , 引 理 建立 了 与 单 层 位 势 相 类 似 的 跳 蜂 关系 . | 
WA . 我 们 首先 证 明 对 于 任何 固定 的 正 的 6 二 1， 积分 


(1.7) I = | ts(r) Kc, ts s(t), rar 


8 一 人 2 (t — T) 
OOTO 
7 J s 2(t—r) K(s(@). t; s(t), r)dr 

满足 关系 
(1.8) ee mp |r| < aw, 

Rat) - 
在 这 里 以 及 在 下 文中 ， 我 们 将 以 4 记 种 种 与 x, + 和 5 无 关 的 常数 
(A 可 能 依赖 于 o). | 


写成 1 =], + I, 其 中 


l= Ji 26 — = K(x, t; s) r)dr, 


DC pe oie) ct) RGD. pe 
I 5 y [Kes se) 1) KEO: 4 


s(t), t)]dt, 
据 假定 ， 因为 [CD 一 C) < 4 一 了 | ,我们 得 到 


(1.9) Ini <a {i ae aia < 40". 


为 了 估计 1153 


(1.10) | Ji = SA Kes, ts s(z), rade. 
THA 
(1.11) J— l= | s Ga K(x, t; s(t), T) 
7 te) Ge — 
x t =e [> 4(t— T) D) as 


x 1262 * 


SNR ph bt oe 


方 括号 BAT AES 


LO — sO = OL + ls — OD 
GoD 


| Se. -- se)! + [s — slr) p. 
因为 只 要 对 充分 小 的 5 证明 (1.8) 就 够 了 , 又 因为 * Baits), 
”所 以 我 们 可 以 假定 最 后 那个 不 等 式 的 右边 小 于 1. 因此 (1 4 | 
括号 里 的 式 子 就 不 超过 

AC |x — l + ls — s(x) )). 

把 它 代 和 人 (1.11), 并 利用 初等 不 等 式 : Ny SOR yes 

const. ， 我 们 就 得 到 


一 dr 1/2. 
(1.12) [J na|, mm tal dr < Aa", 


至 于 Jo 现在 在 积分 (1.10) 中 作 代 换 
z = (tO— 7T)/(xC— KOD 
注意 到 x 一 CE) 一 0， 我 们 就 得 到 


i 5 f 1 上 . 7 
(1.13) 万 一 一 | z 3/2exp |- + |as, l 
0 Ae l 


Åp? 
其 中 6' 一 B/Cx m OD | 
Mx 5G) BY, 0" — 00, iti; > — 7 把 这 个 结果 和 (1.12), 


(1.9) 结合 起 来 , 并 考虑 到 I = h +h, 就 推出 关系 式 a. 8). 从 
(1.12) (1.13) 还 可 推出 
(1.14) LESA.. 

利用 sCe) 的 Lipschitz 连续 性 ,我 们 得 到 


ais) 人 WO Koo. 15 a), ar < A, 


最 后 , 除 (1.8),(1.15) 之 外 ， 我 们 还 需要 不 等 式 


(1.16) | {x — s@)I K(x, t; sfr) t)ar SA, 


2 (一 r) 
其 证 明 由 写成 
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1x 一 s(r)| — sz) lsCe)— slr) | 
Go §<2G-)**G=n * 


并 利用 (1.14) 和 s 的 Lipschitz 连续 性 就 可 推出 。 
利用 《1.8)， (1.15), (467 型 在 我 们 来 完成 引 理 1 的 证 明 ， 


令 
(1.17) 工 一 | p(t) TR © K(x, t; S(r), Tdr 
一 | p(t) Gn? KG), ts s(t), t)dt, 


我 们 断定 
(1.18) , lim sup 


L, + = p(t) 
<A + A Lub. lo — er) |. . 
事实 上 ,在 (1.17) 中 ,写成 pCt) = p(2) + [pl7) 一 FORE 并 利用 
《1.8),(115):(1.16) 就 可 推出 (1.18)， 
其 次 ， 注意 到 函数 


L, = f e D4 3 K (as t: S(t), dt 


— \ p(t) s(t) — s(x) K(Gs(2), t; s(t)> r)ar 
0 2(z 一 T) 
. | (O0O<6<12) 
满足 关系 
jim L,=0. 
x—rs(t) 


HEC 1B) SLPS 我 们 就 得 到 


tim sup CL, + Li) 十 一 = oC) 
zsa- —0 


< AM + lu. b. le) 一 Dl. 


因为 左边 与 6 无 关 ， 又 因为 当 5 充分 小 时 可 使 右边 任意 地 小 ,记忆 
我 们 得 到 
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mi 一 -nr 


iim ,uP (L,+ L,) + TO] = 0, 


z—~sCz)— 


EPR BREE a. 6). 

现在 我 们 把 求解 a. 1) 一 (上 1， 5) 的 问题 归结 为 求解 积分 方 各 的 
问题 . 

对 于 半 平 面 x 一 0， 我 们 引进 Green ph 
(1.19) G(x, #3 8,7) = K(x, t; E31) — K(—x, 38,7). 
假定 uss 构成 (1.1) 一 (1.5) 的 解 ERR 0 <E < s(t), 0< 
e<ir<iz:—e 上 积分 Green 恒等式 

Ə (¢ ou ue) 一 — rA 


dE \ OE CE 
FS e 一 0, 利用 (1.2) 一 (1.4) 之 后 我 们 立即 得 到 
(1.20) ulat) -| was(r)， DG 1; 5(a), Tar 


(Gu) = 0 


+ Dee 0, odr 


+ | POG, #5 Es 0) | 
=M, +M, + Ms 
引进 
(1.21) TOPA CORDINA 
我 们 把 (1.20) 两 边 对 * 微分 然后 让 x > sC) 一 0， 利 用 引 理 L 
“我 们 得 到 | 


(1.22) — tim OM =L 
四 C zex- Ox ` 2 四 


+f WOE. (Con t; KOF r}dr. 

此 处 我 们 利用 G, BOSS — DE PBX RR, p 因为 

| xks(t) >b>0 

(HT se) 是 单调 非 减 的 ) 
为 了 估计 tim6M,/8x(i = 2,3); 我 们 引进 半 平 面 x>0 上 的 
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Neumann PÁX 
(1.23) N(x, t; Esr) = K(x, t; §&, 0) + K(—x, t; 3T). 
利用 关系 Ge = —N;, 我 们 得 到 


(L24) Mz ~ SEG t; 0, r)ar 
Ox 0 


= (HONG, #5 0, ar = 一 KONGe #5 0, 0) 
— | fr)NCr t; 0; Tar. | 
类 似 地 ， a 
(1.25) M: — | PENG: #5 Es Odg 


= PONG #5 05 0) + |; PENG 158, 025. 


| 把 (1.22),C1.24),(1.25) 综 合 起 来 ,从 (1.20) 我 们 得 到 
(1.26) vC) = 2[ p(0) — FOO) INGG), #3 0, 0) 


2 |" PENGO, #5 Es 0)AE 
—2 | revwCcG@)， t; 0,z)dr 


AOL AC OME NDI 
以 及 由 (1.5);(121) 有 | 
(1.27) s(a = b — | v(r)dr. 


于 是 我 们 证 明了 当 所 有 的 :<o 时 对 于 定 解 问题 (1.1) 一 
(1.5) 的 每 一 个 解 4*，s， 由 《1.21) 所 定义 的 函数 vG) 满足 Vol- 
terra 型 的 非 线性 积分 方程 (1.26) (对 于 0<: <0), HH 5) 由 
(1.27) 给 出 ; vG) (0 < + < a) 是 连续 的 ,因此 据 连 续 人性 ， C126) 在 
s= 0 处 也 得 到 满足 . 

反之 ,假定 对 于 某 个 c > 0, v0) 是 积分 方程 (1.26) 的 连续 解 
(0 <t < 0), 其 中 :人 由 (1.27) 给 出 ,此 外 还 假定 对 于 0 <2 <o, 
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LA > 0。 我 们 将 证 明 、 此 时 u(x, 2), s@) 对 所 有 的 :二 o 构成 
(1.1) 一 (1.5) 的 解 ， 其 中 u(r, t) 由 以 olr) 代替 G(r), T) 的 
(1.20) 来 定义 。 / 

首先 ,容易 验证 (1.1) 一 (1.3)。 其 次 , 我 们 对 x 微分 u(x, t), 
并 令 x 一 sz) 一 0。 利用 引 理 1, 前 面 对 于 6M;/8x(i = 2,3) 的 
估计 式 以 及 积分 方程 (1.26)， 我 们 得 到 uG), t) 一 v4). HE 
(1.27); KX vQ) 一 一 ds(e)/dt, 这 就 推出 〈1.5)。 YER. “us 

满足 解 的 定义 中 所 要 求 的 一 切 可 微 性 .于 是 剩 下 要 证 明 

u(s(z), t) = 0. 

在 区 域 0 二 8 二 s(t), 0 二 ee <r <t — e 中 ,积分 (关于 G 
和 ww 的 ) Green 恒等式 ， 并 设 上 一 0 . 把 这 样 得 到 的 u(x, 2) 的 积 
“分 表示 式 与 根据 (1.20) (RF ws(s(r)，z) 一 #7)) 给 出 的 u(x, t) 
的 原始 的 定义 比较 ， 我 们 断言 


(1.28) | u(s(r), r)Gs(x, t; , s(t), r)dr == 0 
(0 < z < sC), 0 <# < 0).- 


& < 一 ss) 一 0, 并 利用 引 理 1, 我 们 可 知 ,函数 OO) = Ge 
满足 积分 方程 / 
(129) e= f EGGO, #5 sC), ddr, 
因为 Oo 
[GG 66) I< TS 
所 以 积分 方程 的 核 是 可 积 的 ， 因 此 oC) 一 0, 即 (oC), 1) m O, 
于 是 我 们 证 明了 :， 

“ 引 理 2 。 对 于 :<0 问题 (1.1) 一 (1.5) 等 价 于 寻求 积分 方 
程 (1.26) (对 于 0 和 +< o) 的 连续 解 zz) 的 问题 , Hh s0) 由 
(1.27) 给 出 ， 并 且 是 正 的 . 

2. Stefan 问题 解 的 存在 性 和 唯一 性 
在 这 一 节 我 们 将 完成 定理 1 的 证 明 .我 们 以 Ce 记 定 义 在 区 间 
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0 委 上 < 和 ac 上 由 lell —1u.b.Jo@| 赋 范 的 所 有 连续 函数 oG) 的 
集合 ， 并 设 Com W C6 的 子 集 {v; vE Co loll <M}. 以 Tv 记 
(1.26) 的 右 端 ,其 中 sC) 由 (1.27) 给 出 ， 对 于 任何 M > 0, 如 果 5 
充分 小 ; 设 20M 二 5, 则 对 于 每 个 vE Cou, (H (1.27) AHR E 
数 stz) AE GERE, sG) > 5/2), 因而 Tv 完全 有 定义 ， 

通过 初等 的 直接 计算 可 以 证 明 , 如 果 O 
(2.1) | M =1 + 4{L.u.b. |e (x) 1, 


BORAT SET MK RT If OJE 11(0) 一 p0) |, 6,81 1/6 SHELA 
的 常数 4 有 
(2.2) | AM’ <1, 
则 工 把 Co 映射 成 自身 ， 并 且 是 一 个 压缩 映射 其 细节 见 [38], 
运用 第 三 章 第 1 PER, RETE Cou 中 有 唯一 的 不 动 点 
v. 于 是 v 是 (1.26) 的 解 ， 鉴 于 引 理 2, 我 们 证 明了 对 ( 仅 由 (2.2) 
限制 的 ) 某 个 充分 小 的 o 和 所 有 的 z 二 0o，《(1.1) 一 (1.5) 的 解 存 在 ， 

对 于 上 < co, 为 了 证 明 解 的 唯一 性 ,我 们 假定 wm, s 为 《1.1) 一 
(1.5) (z < o) 的 另 一 个 解 , 并 设 v A 1.26) HF 0<? < o RH 
应 的 解 . 对 任何 o < o 只 要 对 i< o 证 明 唯 一 性 就 够 了 . 设 

M 一 max{ M ， La 了 ,| ecz|}， l i 


并 设 5 为 满足 aa2<1 的 任何 正 数 ,其 中 了 即 (2. 2) 中 的 常数 ， 
通过 与 前 面 证 明了 把 Cow 映射 成 自身 , 并 且 是 一 个 压缩 映射 时 周 
样 的 计算 ,可 以 证 明 工 把 Can RH MAS. 并 且 是 一 个 压缩 映射 ， 
因此 ,在 Cr 中 最 多 有 工 的 一 个 不 动 点 .由 此 可 见 , 对 于 0 s 


a, A ve) = vG). 因此, 当 EREET M 0<r s(t) 时 也 有 


S(t) = soz), ux, t) = u(x, t).: 
O k, RIE >a 时 考虑 定 解 间 题 (1.1) 一 (1.5)， 即 对 
t 之 (代替 上 过 0) 考虑 (1.1), (1.2), (1.4), C15) if (1.3) 由 
u(x, 5) = ulx,ð) (0<x<5(%)) 7 
来 代替 . 我们 又 可 以 把 这 一 间 题 变换 为 积分 方程 。 REU M. FR 
S M ,我 们 就 可 以 把 对 方程 (1,26) 所 考虑 的 一 切 推广 到 现在 的 积 
. 2689% | 


—- > «a BAR. 


分 方程 ;其 中 | 
(2.3) Mo = 1 + 4[lu.b.]a,€x,a)]]. 
osr) 

类 似 地 ， 我 们 可 以 把 在 区 间 e¢<t<o 中 对 us s 的 问题 
(1.1) 一 (1.5) 归 结 为 积分 方程 。 因 为 wx, E) 一 w(x, E), sE) = 
(T), FARF o@) Moe) 的 积分 方程 全 同 。 于 是 重复 和 前 面 
同样 的 论证 ,我 们 就 可 断言 ,对 于 任何 满足 下 式 的 6: 

| AMG 一 5) 一 1 M™= max{ Mo l u, b. PORIE 
EES :三 5 上 有 v(t) = »,(¢). 
和 前 面 的 方法 一 样 ,可 以 一 步 一 一 步 地 进行 ， 注意 在 每 一 步 中 取 
Ay [a] a] Bag Se, Fer s 满足 : 
 Amax{1 +4 Lub. (u(x) |], 
OG 1), GEE 
| dul b, | vo(2) | Je? = l. 

对 所 有 的 :< 二 o Ce 为 满足 (2 2) 的 任何 正 数 ) 已 证 明了 存在 性 
和 唯一 性 ,必须 强调 ,在 前 面 的 证 明 中 ( 见 (2.1),(2.2)) 还 指出 了 下 
列 事实 : 

如 果 对 于 2 二 0 代替 (1.1) 一 (1.5), 而 对 于 >a 考虑 (1.1) 一 
(1.5)， 即 对 2 > 1，(1.1)、(1.2)、(1.4)、(1.5) 成 立 , 而 (1.3) 由 
u(x, 4) 一 xz 1)， (0 < x < s(2)) RRS; VME 
(2.4) lus, 2), s(a), 1/s(a) E | 
与 1 无关 地 有 界 , 那么 在 区 间 2< t<lt+e 上 问题 的 唯一 解 存 
在 , 其 中 。 是 某 个 与 1 无 关 的 正 数 。 当然 ， 对 于 每 一 个 +4， 关于 
v(z) 的 积分 方程 是 不 同 的 . | 

因为 对 (1.1) 一 (1.5) 的 任何 解 ， PARK s(e) 单调 非 减 ， 所 以 
1/s(2) < 1/b. 

为 了 完成 定理 1 的 证 明 ， RENTANG 断 Rp EJ: 对 每 个 


. è * «© o >% 


要 证 明 以 下 论断 就 名 了 : 如 果 n(x。 人 s O 是 对 所 有 t< tih 
《1.7) 一 (1.5) 的 解 , 那 么 对 所 有 充分 小 的 y > 0, AA 
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《2.5) lub. |us(xst%—nl, slo — a) 


0<x<sltg—7) 


与 7 无关 地 有 界 ， 如 果 我 们 能 证 得 

(2.6) o lub. [oG@)| < co ， 

则 从 (1.27) 可 推出 sz) 对 于 <n 的 有 界 性 。 其 次 , 对 * 微分 
(1.20)， 并 利用 (2.6) 和 (1.16) 我 们 也 可 推出 (2.5) 中 第 一 个 函数 的 
有 界 性 . 因此 ,如 证 得 (2.6) , 则 定理 1 证 毕 . 

“(2.6) 的 证 明 ”我 们 取 相应 于 区 间 一 p 二 + 二。 (p R 
分 小 ) 中 定 解 问题 (1.1) 一 (1.5) 的 积分 方程 作为 a(z)，。 因 为 x(0， 
b 一 p) = f(t 一 上 2), 所 以 方程 是 | 


(2.7) oe) =2 f O CE, to — PINGE) t; Es h — WE 
— 2 | 7 f(NG@), £; 0; t)dt 


+2 | BOA COMO MIL 
= T, 十 了 ,十 Ts. 


因为 xi) <0, 我 们 只 1 须 找到 v(t) AFR. 引入 
(2.8) | pke) = „Elb, v(T), > 


我 们 来 估计 Ta DO | 
(2.9) T; = 一 | v(r) OA) KOO, t; s(t), t)dt 


=7,;+T;. 
因为 xD 一 sr) > 0 E C) <0, 所 以 我 人 有 
(2.10) T, > 0 
因为 xD + x(r) > 2, 所 以 我 们 有 
QD ATISBO -ep|— | 
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其 中 Bo, B, DDT 的 常数 ， 而 使 2Bip < l, 4 将 在 
下 逐步 确定 . 

很 清楚 , 当 MEESE 时 有 
(2.12) | [Ti+ T,| < B’, 
其 中 B' 为 某 个 依赖 于 产 而 与 * 无 关 的 常数 。 把 2.7), C2 9)— 
(2.12) RABE, 我 们 得 到 


(2.13) o> = b)— Bo (tm —pSt<n). 


对 (2.13) 两 边 取 下 确 界 ,我们 得 到 
bie) > — 2B. (to 一 pt < to), 

从 而 推出 v2) Co ue < to) 的 有 界 性 ， 于 是 Q. 6) 成 立 。 

我 们 考虑 由 
(2.14) ux(0, 1) 一 f(z) GG) <0, 2 > 0) 
代替 条 件 (1.27) 所 得 到 的 Stefan ay, | 

定理 2 假定 1(2)(0 所 1<< co) 是 一 连续 函数 ， 而 

POSS) 

是 一 连续 可 微 函 数 , 则 对 所 有 上 < co, 问题 (1.1)， (2. 140. 3)— 
(1.5) 存在 唯一 解 ulet), s0), ME s@) 为 严格 单调 增 的 . 

其 证 明 类 似 于 定理 1, 因此 省 略 . 

”从 定理 1, 2 的 证 明 我 们 可 以 看 出 ,在 * 的 有 界 区 间 中 ， 解 连续 
地 依赖 于 数据 f 和 p。 我 们 可 以 利用 这 一 事实 把 定理 2 推广 到 这 
样 的 情形 : 在 (2.14) 中 , ATU AAO WAAR 
Ur f 所 以 我 们 可 以 内 假定 f 三 0。 这 时 只 能 断言 自由 边界 s(t 
单调 非 减 的 . 
3. Stefan 问题 解 的 渐 近 性 态 | 

在 物理 学 的 应 用 中 ,必须 考 弄 单位 ， 所 以 应 把 (1 5) 换 为 


GD aus), 2) = - (>0), 
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这 里 5 是 小 的 正 的 常数 。 如果 以 (3.1) 代替 (1.5), 而 0 为 任意 正 
数 ,定理 1, 2 仍然 有 效 , 其 证 明 除 若干 细微 的 修改 外 , 和 以 前 是 一 
RRI. 

定理 3 ik ulr, 1), se) 为 Stefan 问题 (1.1), (2.14), 


(1.3),(1.4)。(3.1) K. MENENY > 0, > <8 <l, 


(3.2) | limzĉ} (2) = — 7 ， 

则 | 

(3.3) ,fm 一 -一 st) = 2. 
‘ goo g8 8" 


如 果 (3.2) 关 于 8 = 1/2 成 立 , 则 
(3.4 ) jim Hoe = 2av(1 + 0(e)), 


其 中 对 于 a> 0, e) HAR . 

证 明 在 区 域 0 二 二 7),0 二 + 二 :上 积分 (1 1), 并 
利用 (2.14),(1.3),C1.4),(3.1) 我 们 得 到 | 
(3.5) pea 一 全 一 |; f(r) dr + rors 一 全 u(x, t)dx, 


我 们 估计 积分 


(3.6) E 1G) = 位 u(x, tjdx. 
由 极 信 和 原理, w 之 0。 因 此 
{3.7) | 1G) 20, 
为 了 找到 了 工 的 上 界 ,我 们 考虑 如 下 问题 
Wee — w, =Ù (O<x<00,4>0), 
G8) O W0 t) =] aea C>0,e>0), 
wx, 0) = Cx) (0 <*<oo)， 


其 中 当 <r SOY OC) = 9), 当 bee 时 (x) = 0, 
容易 验证 :天数 


(3.9) wl(x,)—— | e) — e]N(x, #3 0, r)dr 
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是 (3.8) 的 解 . 其 中 六 是 Neumann 函数 (1.23)。 因为 入 是 正 活 数 ， 
所 以 w(x, t) 之 0。 特别 地 ,有 wll), 2) S 0. 

对 任意 的 了 > 0, 在 区 域 <r < sC), pia 
H W = w — u, Hermes) EL Won 在 := 二 0 上 ,WW 
最 后 ,在 x* 二 0 上 , W, 一 一 6 <0, 和 有 要 信友 ,我 人 断定 .对 
FO<r<s@),0S1t1<7T, AW >20. 因为 对 于 任何 了 > 0， 
s > 0 上 面 的 结论 都 是 正确 的 ,所 以 对 所 有 的 0<* S sC), t> 0, 
我 们 得 到 xx， t) < we, t), 其 中 w(x, t) H e = 0 的 (3. DEX. 
因此 


1G) < :CDLas f [Ke)1NCey #3 0, Jdr 


+ |， plEN( x, £3 È, opaeh. 
其 次 ,注意 到 | 

N(x, 03 Esr) S GQ — r)” 
对 某 个 常数 A, RIAR 


(3.10) 1) <À 1 G — rI) lar + 44 +1) 中 


把 从 (3.10) 和 (3. 7) 得 到 的 估计 代入 43.5)， 定理 的 证 明 即 可 顺利 
对 于 如 下 两 相 Stefan 问题 ， RIE sC) HEES: 


(3.11) Pw, 一 (一 oo <2 < sl), t> 0), 

(3.12) as 一 GO <2<0, t> 0), 

(3.13) wir, 0)= p(x) 守 0 (一 co <x<0), 

(3.14) w:x, 0) =p) <0 (0<x<%), | 

(3.15) | w(s(z), t) = wis), t) == 0 € > 0,6 s(0)) 一 0); 

(3 16) ds(t) = — k “ACOP t) +k ðw slt), t) G > 0) 
l di "Ox ”6 | ° 


2 2/3 ¢ 


ne HH HH 


其 中 Ris Ray 413 43 为 正 的 常数 ， 
我 们 作 如 下 假定 : 
(F) 当 >* 一 一 oo ht, p(x) > 7,20, dpi(x)/dx 0, 
M xo 时 , pC) > 72<0, dda(x)/dx > 0, 


| nar <0, | lo 一 plaz<o 


于 是 我 们 要 求解 v wn * 满足 : 

(3.17) 当 x* 一 土 co 时 ,对 有 界 集 中 的 * 一致 地 有 
oe w; > Ti, Ow,;/Or—> 0 (i = 1, 2) 
$ 


(3.18) * u; = wi~ Yi (i = 1, 2) 

来 变换 问题 (3.11) 一 (3.17) 是 适当 的 . 变换 后 的 问题 为 : 

(3.19) a = 2 pa (~0 <x < (y> 0), 

(3.20) Ow a ai Qr CGE r<, t> 0). 
Ox? Or | | 


(3.21) u(x, 0) = p) =p Lyr (-o<e <0), 
(3.22) thx, 0) 一 p(x) = p(x) — Y (O0O<x< 0), | 
(3.23) mC D= — r= 1,2) > 0 ECO) = 0), 
(3.24) ods) _ — k, Pace t) 4 k Pul, t) ( > 0), 


at 


(3. 25) 当 z 一 +o 时 ， wa 有 
O u; —>0, Ou/Or—0- G=1, 2). 


自由 边界 未 必 是 : RARR. 不 过 ,用 第 1， 2 PRECE 


假定 (VY) 之 下 ), 只 要 
(3. 26) | ki kz» atk,» ark, 


充分 小 ， 仍 可 证 明 解 ws u s 的 存在 性 和 唯一 性 . 在 物理 学 的 应 
用 中 ，(3.26) 中 的 那些 量 实际 上 是 很 小 的 ， JE VAOR UEF FE PE AIME 


一 性 ， 现 在 我 们 导出 (oa 的 渐 近 界 . 


由 极 值 原理 ， BATES Bisse IPH 4 w, > 0, w < 0, 又 因 
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T Muman- a n a 


am 


VE 


Ay w (s(t), t) = 0G = 1,2), 于 是 我 们 得 出 Bwi(s(2),1)/9x <0 
因此 Ou,(s(z), 2)/Ox <0, 引进 函数 ， 


(3.27) afta = — | eee dr 


en f 8u,(s(r), l jx 
| < a G@=1,2), 
LO 为 非 负 单调 非 减 函数 .积分 (3.19) 我 们 得 到 
(3.28) ue) 一 本 | pdr — dirs) 


° s(t) 
一 aj i uC x, Dae. 


我 们 继续 估计 积分 
(3.29) | 1,@ = ai i É u(x, i)dx, 
5 p KR 
(3.30) olt) = l. u. .b. iC] 


并 把 uy MANER By 和 23 比较 . ay 是 在 区 域 
一 oo LEL lN OLLE 


中 (3.19) 的 解 , 它 满足 如 下 条 件 : 


(3.31) zi(&, 0) 一 pC 8) (一 co 一 和 一 一 ci))， 
z(= o(t), r)=— r, (0<r <), 


而 z 为 (3. 19) 在 区 域 一 co <E<o(t),0<r<z 中 满足 如 下 条 


件 的 解 : 
REF 0) = pı) (— co << 0), 
(3.32) 2,(&,0) = 0 << E<a)), 
ala, r) =r, Ora). 
引进 方程 (3.19) 的 基本 解 
(3.33) “天 (xi Er) = ja aA ae 
= giK(air, t; ct r), 
后 引进 (3.19) 在 半空 间 * < 0 Gren 函数 
e275 0 


eke ae RMS OMENS «Ae ioe «SEM EAU RCA oy E R a = a PR: A || PA eet 


(3.34) Gx, 13 &, 7) = K(x, t3 TY) — Ky(—-«, t; &, 0), 
容易 验证 ,由 
(3.35) aiz,Cé, r) 

= ai i G,Cé 十 a(t), T5 5 + a(t), Op E dE 
+7, |e GCE + ot), 730, 1’ dr’ 
定义 的 函数 z 是 (3.19), (3.31) 的 解 , 此 外 , 当 二 一 co 时 对 有 界 集 
中 的 + 一 致 地 有 ais r) 一 0。 运 用 极 值 原理 我 们 推 得 

s&s r) < ulë, r). 

因此 ,有 
(3.36) — LC® 


< at (| Gla + ole), E+ oG), OPE dz 


cto 


~a(z) 
— Yı | ' | Be Ge +O, £30, Tdras 


十 2aio(z)! u.b. PAP 
OT 


(3.36) 右边 第 一 项 不 超过 本 | pE dE ENRE 2a 
(z)B,, 其 中 B, = max{ Y,» l.u.b. |o] }. 最 后 ,改变 (3.36) 右 边 第 二 
项 的 积分 次 序 , 我 们 发 现 , 这 一 项 等 于 27xei(t/=)%， 综 合 以 上 事 
实 ,我 们 得 到 
(3.37) — 1,0) < a3 | | p,CE)| dE + 2B ol) 


72744 1/2 
+ =, er’, 


用 类 似 的 方法 ,我 们 可 以 类 似 于 G. 35) 借助 于 Green 函数 来 
定义 x;,， 从 而 断定 u(x > t) > sale» t). 利用 2 的 定义 ,经 过 一 些 
计算 后 我 们 得 到 


(3.38) 一 已 > 一 本 | lp — 20B,00) 


十 2 Ta, p/3 
g? id 
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综合 (3.37) 和 (3.38) ,并 把 结果 代入 (3.28) ,我 们 得 到 


人 0 v 
G39) UCO = FZL pa rats) + Dai | leeds 


十 Jai B ol) 
其 中 13.| <2, |%| <2, 
类 似 地 ,我 们 得 到 


(3.40) a) 一 一 2% aa pn 一 Vast) + Da? | | q(x) | dx 
T 


+ PasBolt) 
其 中 B, 一 max{ 一 Yas 1.u.b.| p2] }, EA <2, |9, | <2. 
积分 (3.24) 并 用 (3.27),(3.39), 和 (3.40) 中 4; 的 定义 , 我们 得 
到 
(3.41) s(z) = kih C) — Readslt) 


= -2 (kar, 十 kar) — Cit 43 kra} )s Ct) 


a! 2 


+ kai lp) lde 一 Be | | eae) ldz 


ob (9,k,07B, 一 3202)aCz)。 
我 们 欲 从 (3.41) 右 边 消去 o@). AM TERE 


st) < k 2 u(s(r}, | + k, 2 “(slr), r) 


因此 
(3.42) ole) S k, C) + AROF 
从 (3.39);(3.40) 把 ais 2: 代 人 (3.42) ,我 们 得 到 


(3.43) CC 和 = Cita, 一 kra)” 
一 (kY 143 + kv 42)s (£) 
十 HRsai EX | dx 
+ okra} | | pz) | dx 
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+ (9,k,a1B, 十 94k,03B,)o(2). 
当 kais kai 充分 小 时 ,从 《3.43) 我 们 得 到 oz) 如 下 形式 的 界 : 
(3.44) oft) S 2(Ai ra, — kava)? + ACk,a? + ka), 
其 中 4 与 + 无关， 把 (3.44) 代 入 (3.41) 我 们 得 到 渐 近 公式 : 


(345) 20 = 2. thar + 0(8)) + bears + 0(8))} 


+28) (B= hai + ka), 


pi? 


其 中 6-710(8) (14 P 一 0 时 ) 对 z(1 S eS 00) B-KRAAW. F 
是 ,特别 地 我 们 有 


(3.46) limsup So 一 = (Kiar + kaya) 
= (ka, + ka2) op ). 
我 们 总 结 如 下 : 


定理 4 WRA do db 满足 假定 E), Ws 满足 渐 近 
公式 (3.45), (3.46). 
在 如 下 特殊 情况 下 我 们 考虑 问题 (3.11)- 《3.16): 
(3.47) p(x) = Y, > 0, p(x) =7,<=0. 
我 们 试图 找 如 下 形式 的 显 式 解 : 
(3.48) sC) = wt, wilx,t) = fi) (i = 1, 2), 
其 中 x = 2/2, | 
我 们 得 到 


G349) =, ("exo [- ea at, 
fale) = Ca |" exp|— a) dt, 
其 中 Co Co a 满足 下 列 方程 
(3.50) + 一 一 kiCuexp | — EE + k, Crexp |- < | ， 
(3.51) C, |. e|- | dt =i cf exp | — Sle = 7;, 


— -= 
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对 小 的 4 我 们 得 到 近似 解 


2 * 
(3.52) K= Th CAF + k2a2% 2)» 
T 
3.53 c= 2%, ¢, = 2%, 
(3.53) | =i, C= 
(3.52) 符合 渐 近 公式 (3.46)， 


刚才 考虑 过 的 特殊 情形 使 我 们 推测 : (: > co, B>0 时 ) 
ui(zyz)，za(zsz) 渐 渐 地 仅 依 赖 于 e 一 x/z?, 且 可 能 分 别 趋 于 f.(%) 
和 f(z). 事实 上 可 以 证 明 这 一 点 但 其 细节 十 分 元 长 ,这 里 不 予 
RR. 
4. % Stefan 问题 的 另 一 种 方法 

在 第 1, 2 PE, Stefan 问题 经 化 为 ve) —a4,(s@), 71) 的 非 线 性 
积分 方程 而 得 到 解决 .其 他 类 型 的 自由 边界 问题 ( 见 第 5 节 ) ,以 及 
比 热 传 导 方程 更 一 般 的 方程 ， 即 对 于 系数 充分 光滑 的 抛物 型 方程 

a(x, tts, + ECx, thu, + cla, tju — us = fx, t), 

也 可 以 应 用 这 一 方法 。 不 过 , 由 于 这 种 方法 需要 借助 于 基本 解 来 
表示 u, 看 来 局 限于 线性 抛物 型 方程 . 

另 一 局 限 性 在 于 当 (0) 一 和 一 0 kj, v6) 的 积分 方程 在 
t 一 0 处 可 能 产生 不 可 积 的 奇异 性 有 时 用 :0) = b, — 0 Al 
题 去 还 近 原 问 题 可 以 克服 这 个 国难 ; 见 问 题 1 一 7. 

-在 这 一 节 , 我 们 给 出 解 Stefan 问题 的 另 一 种 方法 , CRA 
于 非 线 性 抛物 型 方程 .也 可 用 于 (0) = b = 0 的 情形 . 不 过 , 它 
限于 (在 男 定 边界 上 ) 给 出 u (而 不 是 u) 的 边 秀 条 件 的 问题 ， 即 条 
件 是 (2. 14) 形 式 的 问题 ,而 不 是 (1.2) 形 式 的 问题 . 

我 们 就 如 下 Stefan 问题 来 叙述 这 个 方法 : 
(4.1) us, = 4, (O< xr sC), t >0), 
(4.2) u,0,1)=f@)<0 (>0), 

(4.3) use), t) = 0 (¢>0, H s(0) 一 0), 


(44) 4,60.) = — a). (¢>0), 
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积分 (4.1) 并 利用 (4.2) 一 (4.4) 我 们 得 到 
(4.5) sG@) = F) 一 全 u(x, t)dz, 
其 中 FG) = — ro dr, 


对 于 任意 的 1 > 0， 定 义 变换 工 如 下 . 设 of) 为 一 在 区 间 
SSi 上 定义 的 连续 可 微 的 单调 非 减 函数 , 且 满 足 如 下 条 件 : 
o(0) = 0, 4t>0R of) > 0. 设 v(x, t) 为 问题 

Vax = V: (O<x<oa0(t), 0<: <1), 
(4.6) v0, £) = fC) (0 一 上 < 安 1)， 

v(o(t), t) = 0 (0 一 上 一 2) 
的 解 . RITS p = Tekh 
(4.7) pt) 一 F(t) 一 全 v(x, t)dx. 


显然 ,0 是 工 的 不 动 点 , 当 且 仅 当 一 对 vz,o 是 (4.1) 一 (4.4) 的 解 . 
可 以 证 明 工 完全 有 定义 , 而且 pQ) 仍 是 连续 可 微 且 单调 非 碱 
的 ，p(0) 一 06, 而 当 z >0 时 ,有 pl?) > 0。 用 第 三 章 第 1 TE 
理 1 可 以 证 明 工 有 唯一 的 不 动 点 。 因为 本 书 不 讨论 形 如 (4.6) 的 
问题 , 所 以 我 们 不 再 进一步 追究 存在 性 问题 了 ,不 过 , 我 们 将 证 明 
解 的 唯一 性 : 
定理 5 ”假定 f(z) (0<2 < oo) 为 连续 函数 , 则 Stefan fal 
题 (4.1) 一 (4.4) 最 多 有 一 个 解 . | / 
用 第 1, 2 节 的 方法 也 可 以 证 明 问 题 (4.1) 一 (4.4) 解 的 存在 性 . 
它 在 问题 1 一 7 中 给 出 . 
证 明 我 们 需要 如 下 引 理 . 
引 理 3 ko) (0S 2 Sd) AEREA, o(0) — 
0,242 > OR c(t) > 0, ME v(x, t) 为 问题 
Vex = V; (0<x<o@), 0<1<2), 
(4.8) yAO = O<e<a), 
v(o(z), t) 一 0 OS) 
的 解 , 则 对 任何 B > lub. |C) | A 
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€4,9) OS v(x, t) < Blo) ~ x) 


(O<e<o), 07+ <A). | 
WH 利用 极 值 原理 可 推出 不 等 式 > S 0. X TWE.) 
的 第 二 个 不 等 式 , 对 任何 0 < * KARO SREB: 


Zer ™ Z; O<r <l), 0< <) 
z(x, 0) = 0 (<x<o(z*)), 
zx(0,1)=—B (O<r<2*), 
z(o(z*), t) =0 (O0<¢t<oC*)), 

为 了 证 明 = 的 存在 ,我 们 取 


z(x5t) 一 | b(r)G(x, i; 0, t)dr, 


其 中 G 为 半空 间 一 ce < xr < G*R Green 函数 ,而 中 由 条 件 
zz(0, 2) = 一 B 确定 . 利用 极 值 原理 ,我 们 发 现 z >0. 特别 地 
zo), t) 之 0。 再 利用 极 值 原理 ， 我 们 得 到 ， 在 区 域 0< rs 
olt) 0 二 1 和 于 上 zz 一 v 之 0。 和 刹 下 要 估计 z. 

对 任何 e > 0， 我 们 考虑 函数 lr, 1) = z(x, t) —(B +e) 
e (o(e*) — x). 对 0 二 x < o(e*), 0 一 上 一 上 z 它 满足 热传导 方程 ， 
且 o | 

#(x.0)<0 ©O<x <ot*)), 
z,(0,2)=e>0 (0 7 < 2*), 
zlo(2*), 1) = 0 (0 < < 7*), | 
运用 极 值 原理 我 们 断定 了 委 0。 因 此 , vlr, 1) < zr, 1) < (B+ 
a) . [oG*) 一 z]。 取 :一 上 #, ee 一 0 我 们 得 到 O O | 
| v(x, t*) < BOo(t*) — x). 
ERS EKN CO, 2) 内 任意 的 点 ,从 而 证 明了 (4.9) 的 第 二 个 不 

我 们 还 需要 如 下 引 理 . 

引 理 4 。 如果 x 在 区 域 0 二 x <s(t),0<2 <a 内 满足 热 
传导 方程 , 其 中 :G2) 《0 <+< 4) 为 一 连续 的 正 函数 ， 了 0) = 0, 
HE uls), t) SAO St SA), 4,0, 4) > 0(0 <z S 1) MA 
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F0<rSsQ),0 S116 u(x, t) SA, | 
证 明 对 任意 的 e > 0, RRM w =u 十 ex 满足 热传导 方 
B.H 0S: <1 有 wll), D) <A + eA lA = l.u.b.s(¢)). 


因为 w:(0, t) > 0, 所 以 ww 不 可 能 在 点 《0, 2 处 取 其 极 大 值 . 因 
此 ， 据 极 值 原理 , ws dt eA (ORe Ss), 0S). e 
e —> 0 BUS): 

推论 ë E584 Hh, & KOOL |S A, wl0, z) 一 0, 则 
Iu(x,z)| <A, 

现在 我 们 回来 证 明定 理 5。 首先 对 所 有 的 上 > 2 时 证 明 唯 一 
性 ， 其 中 4 充分 小 . 假设 uis s1 和 tea» 52 为 (4.1) 一 (4.4) 的 两 个 解 ， 
并 和 置 | 

yG) = mins @), sa(#)) 
z(e) = maxsi), a) 

H (4.5) 有 


(4.10) St 一 sC) 一 一 全 [u(x, t) 一 MEF 1) lds | 
+ (—1)' 人 u(x, t)dx 
其 中 wi 为 yCz) 和 z(z) 之 闻 的 解 ， 
据 引 理 3, Ro) 一 y(r) 有 
(4.11) |a(y(r), r) — m(y(r). 7 S Ble) — se) I. 
因为 在 * 一 0 上 O(n 一 m)/ðx = 0, 所 以 由 引 理 4 的 推论 给 出 
(4.12) |xi(xzy 2) 一 u(x ,t)|<B Libli) — 5,(r)| 


O Szr <y). 
从 引 理 3 我 们 还 得 到 | 
(4.13) . \u;(xot)] S BC) — x), 
其 中 wi 为 出 现在 (4.10) 右 边 的 解 。 把 (4.12),(4.13) 代 人 (4.10) 并 
HOLT) 取 上 确 界 ,我 们 得 到 
(4.14) S(T) < BY(T)S(T) + BO(S(T)Y, 
其 中 | 
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$CT) 一 1. ub. OLS to}. WT) = l. u, b. ON 


因为 当 7 一 0 时 ， S(T) -> 0， YCT) 0, 所 以 对 充分 小 的 TA . 
等 式 (4.14) 不 能 成 立 ， 除 非 SCT) 一 0， 但 另 一 方面 ， 对 所 有 的 
! < 1 (1 充分 小 )，s( 一 502), 因此 当 t 过 4 时 也 有 
O u(x,t) = uxt), 

X O<: < 4 时 证 明了 唯一 性 之 后 ,我 们 就 可 以 在 + RL 
类 似 的 方法 逐步 地 证 明 唯一 性 . 因为 sa) > 0, 所 以 从 第 3 节 定 
理 2; 也 气 椎 出 对 1 委 上 一 oo 时 的 唯一 性 . 
5. 其 他 自由 边界 问题 

若 以 


(6.1) uD ED LOX G> o) 


代替 (1.5), 则 第 1 节 定 理 1 PAR. 
考虑 如 下 的 三 维 Stefan 问题 : 

(5.2) 
Aclx, t) = cxt) C<x<s),t>0,a>0), 
c(a, t) = f(z) G2) 20H z0), 
clx, 0) = G(x) (P) >0, a<z <b, H 

@(b)=0, b >a), 

eG(t), 2) = 0 (:>0, HE (0) = b), 


ECO? N= — A) G> 0), 


其 中 * 是 三 维 欧 几 里 得 距离 ， 而 和 为 二 个 变数 的 Laplace 算 子 的 
径 向 部 分 , 即 A = /0x’ + 2x710/Ox, 

作 代 换 w(x, £) = xceCr, t), ALGER, aCe, e)» FO 满足 以 
x = a Ree 一 0, 而 1(2) 一 ofl), p(x) = x(x) 的 问题 (1.1) 一 
(1.4) 和 补充 方程 (5.1)， 由 本 节 开 头 的 一 段 可 知 ,对 所 有 :二 co， 
间 题 (5.2) 的 唯一 解 c(x, t), sG) 存在 ,并 且 se) 为 上 的 非 减 函 
数 。 
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其 次 ,我们 考虑 如 下 问题 . 设 有 一 孤立 的 三 维 滴 状 物 ,其 四 局 
， 国 着 同一 物质 的 绝对 过 饱和 或 绝对 次 饱和 燕 汽 ， 在 前 -- 种 情况 下 
滴 状 物 将 在 冷凝 过 程 中 增 大 ， 而 在 第 二 种 情况 下 滴 状 物 由 于 蒸发 
而 减 小 。 假定 在 两 种 情形 下 滴 状 物 仍旧 是 球状 的 , 在 围绕 原 滴 状 
物 的 蒸汽 中 并 不 产生 新 的 滴 状 物 。 还 假定 饱和 密度 8 在 任何 瞬时 
都 与 滴 状 物 的 半径 无 关 。 以 co(x) 记 蒸汽 的 密度 , xz 为 离开 滴 状 物 
PORER. BE lim co(x) 存在 且 不 等 于 gs 我 们 就 可 把 对 任何 


t> 0 时 求 燕 汽 密度 Ce, 0) 和 滴 状 物 的 半径 + 一 :2) 的 问题 (经 
某 种 变换 后 ) 化 为 如 下 问题 : 

Use = tt; (sie) <x < o, t>0), 
(5.3) ulr, 0) =o) (<2<0), 

ust), t) = s) >o, C0) =b > 0); 


au,(s(z), t) = s(z) ae) +a > 0). 


x“ 是 个 小 的 参数 ,在 冷凝 情况 下 «<0, MERRIE «> 0. 
容易 证 明 , 当 a 二 0Ce > 0) 时 , se) Bat 增加 ( 减 小 ). 
我 们 假定 | 
Lubo] < co, 4x00 时 p'(e) 一 0， 


|" lets) lax < ©, g) = 0, 


(5.4) u, u, 4x 一 co 时 ,对 有 界 集中 的 上 保持 一 致 有 界 . 
如 果 |cx| 充 分 小 ,例如 当 |c|l.u-b.1p| < 4/20 时 (在 物理 学 的 应 用 
中 ,实际 上 |cj 很 小 ), 我 们 可 以 证 明 如 下 结果 : 
C) 如 果 a <0, 则 对 所 有 的 上 < 00, 问题 (5.3), (5.4) 存在 
唯一 解 . | 
(2) Æ a> 0, 则 对 所 有 的 z 二 wo, 5.3), (5.4) 存在 唯一 解 ， 
E4 tt it Cn < 00), sG 一 0。 
G3) Ba<o, H 
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(5.5) lim sup | F 一 | = o(1), | 


(5.6) um sup 
t>o 


sO 1 =o(1) G=ds/dt), 


|| 
HERH æ — OY, o(1) > 0. | 
(4) 为 清楚 起 见 , 以 ulr, ta), s(t, a) 记 (5.3), (5.4) 的 解 ， 
则 当 # 限于 任何 有 界 集 0 委 : < oY, AM s(t; a), dsk 
a) dat 在 (平衡 ) 点 < 一 0 的 邻 域 中 是 « 的 实 解析 函数 。 
PAK U(x, zt; a) = u(x + s(t; a), id) 当 0 委 xz 一 oo， 
0 委 : 委 上 时, 在 一 0 的 邻 域 中 也 是 “的 解析 函数 . 
通过 对 于 用 第 1 市 的 方法 把 间 题 (5.3),(5.4) 所 归结 成 的 积分 
方程 的 详细 研究 ,以 及 运用 基于 极 值 原理 的 比较 论证 法 ,上 述 一 切 
结果 都 可 以 推导 出 来 其 细节 十 分 宛 长 ,这 里 就 不 给 出 了 . 

最 后 , 我 们 指出 , 用 (5.5) 和 (5.6) 可 以 推导 出 解 x 的 渐 近 公式 
(比较 第 3 节 定 理 4 后 面 的 附注 )。 于 是 得 到 ,如 果 小 而 上 大 , 则 
解 近似 地 仅 为 r/R a 的 函数 . 作为 一 个 直接 推论 , 我 们 推出 : 
对 于 充分 大 的 时 间 ， 过 饱和 蒸汽 在 任意 点 P 的 密度 是 滴 状 物 的 半 


么 和 从 滴 状 物 的 中 心 到 P 的 距离 之 比 的 线性 函数 . 
(a) E 

问题 1 一 7 的 目的 是 对 Stefan 问题 (4.1) 一 (4.4)( 注 意 , (0) = b = 0) 
建立 解 的 存在 定理 。 鉴 于 定理 2, 只 要 对 某 个 go> 0 对 所 有 的 上 <o 证 明 解 
的 存在 性 就 够 了 ;我 们 可 以 假定 ,在 任意 区 间 0<:<e 内 , f(x) 半 0。 对 于 任 
何 0<6<1, 考 虑 问题 (1.1),(2.14),(1.3),(1.4),(1.5), 其 中 9(x)=0; 以 
zz 记 这 一 问题 ,而 以 e, $ 记 这 个 问题 的 (唯一 ) 解 .za(z) = 地 (ss(z), 2) 满 
足 积分 方程 。 


(k) Ct) = — 2] HON), #5 0, Tar 
| + 2 { CON), #3 AT), Ede, 
1, 试 证 明 : 对 于 每 一 > 0, 存在 一 个 与 6 无 关 的 正 的 常数 ,使 得 


=M (1) EO0 (0<1<0), 
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[提示 : 当 z omj, [ie rK, 150, rr<1 当 <o 时 ( 广 ) 
中 第 二 个 积分 非 负 ] 
2. 试 证 明 函 数 族 {:*(:)} 同等 连续 且 一 致 有 界 . 
3, REAR (Ae, )} (每 个 函数 在 各 自 的 定义 域 0 <r < s(t), 

) < :<o 上 ) 同 等 连续 且 一 致 有 界 . | 

4. 取 序列 {bn} (4,70) 使 得 一 致 地 有 aeu, stees, 于 是 我 们 得 到 连 
SHOR Be u(x, 1), (E) RIEL uC) t) = 05 3C) 是 非 碱 的 。 试 证 明 当 0<4<o 
时 , (4)>0, 

| 提示 : 对 过 积分 (1.1)，, 并 证 明 当 (+)=0 时 ,有 fi Kr)ar=0| 

5， 利 用 熟知 的 定理 可 以 断言 ;从 有 界 函数 族 {ws} (0<5<1) 的 每 一 子 
集中 ,可 以 选 出 一 个 序列 {w“*}, 使 得 对 任何 (Lebesgue) 可 积 的 有 界 函 数 Ps 
%4 b = 一 0 时， 有 


Cee) ga [wpa 
其 中 ot) 为 某 个 可 积 函 数 。 因 此 ,对 于 任何 e > 0 和 {6w} 的 某 个 子 序列 中 
HJ bs A 
| ve(rTIN(Cs(#), t3 (T) 7 dt |" TEILA COFES + T)5t at. 
再 证 明 有 | | 
E vÈ( TYN. (S 1 t; 5°( 1) TdT >j v(t )N,(s(t), £3 s(t), T)dT3 
s(t) FA {bs} 在 问题 4 中 已 定义 ， 
6. 试 证 明 : 对 任何 0<5<e, 有 
[i [PCENA t5 Ar), tar Me + AM | ,ye sdy, 
人 EINE), $3 SCE), laremer + AM ee 


其 中 7(6) = (s°(2))?/46, 7 = (s(4))?/46, Ao JWR Ct) 如 同 问题 4 中 所 
述 , 而 四 为 问题 1 中 的 常数 . 
[提示 : 为 了 证 明 第 二 个 不 等 式 , 利 用 = [acon 1+. RI Okk)A 
第 一 个 不 等 式 .] 
7, Reb = 和 一 0 其 中 人 2 为 问题 4 中 所 定义 的 序列 {5s} 的 适当 于 序 
列 , 试 证 明 ( 娘 ) 右 边 趋 于 同一 个 式 子 。 这 里 $= 0, =», 而 
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s(t) = s(t) = -f v(t dr. 


于 是 推 知 {O 逐 点 收敛 于 某 个 函数 x(z)。 利 用 Lebesgue 收敛 定理 , 检 
验 几 乎 处 处 有 o(2) = Ct). PRUE BAC Tal 4 中 所 定义 的 ) u(x,:), s(t) 构成 
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第 九 党 
抛物 型 方程 组 的 基本 解 


引言 。 这 一 章 里 在 对 系数 作 很 弱 的 假定 下 我 们 构造 任意 阶 
(SAAR MHD BAM SEAR. 粗略 地 说 , 我 们 仅 
假定 关于 (x, 1) 的 一 致 连续 性 ,关于 x 的 一 致 Hilder 连续 性 和 有 
界 性 .然后 , 象 第 一 章 那 样 ,把 基本 解 用 于 构造 Cauchy 问题 的 解 ， 
并 证 明 解 的 唯一 性 .另外 ,在 本 章 里 我 们 还 要 证 明 , BAM (大体 
上 ) 和 系数 一 样 光滑 。 于 是 ,特别 地 ,如 果 系 数 无 穷 可 微 ,那么 基本 
解 也 无 穷 可 微 . 

读者 要 注意 ， 本 章 所 用 的 拟 基 本 解 不 同 于 第 一 章 所 用 的 拟 基 
本 解 ,这 里 拟 基本 解 是 对 系数 依赖 于 # 的 方程 来 构造 的 。( 见 第 一 
章 末 的 附注 ). 本 章 的 分 析 比 第 一 章 更 巧妙 。 我 们 假定 读者 熟悉 第 
一 章 的 内 容 ， 因 此 ， 有 时 我 们 将 省 略 那些 类 似 于 第 一 章 的 计算 细 
+, - 

1. 定义 

ZEM x M 方程 组 

pr 


M 
(1.1) — = > AY (xs 1) Dt Dew; 十 gi(x, t) 
OEE F=1 Wot 1 kiDn; 


| (i= 1,°°-,M), 
| FER nitte nm ATER BR = Ckit teska) (AI =k +--+ t kas 
Dt = DE--+ Dł}, D,, = 0/ðx;, D, = 9/01. gi Cx, t) 和 系数 
Alx 7) 都 定义 在 点 (r, i) HEDRA N. 
算 子 
(1.2) = 之 > AÏ, zt7Dkoe DE w 
=] Bketlkl=2bn; 
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称 为 (1.1) 右边 双重 和 所 定义 的 算 子 Liw 的 主 部 (或 首部 )。 工 3w 
的 系数 称 为 主 系数 (或 首 系数 ). 
考虑 行列 式 | 
(1.3) det ( >) APKa, t) AFGE) — bja 2 )， 
bkat |kl=2b gh 


RR E= (Boto EDAR El 一 (>) s) 等 于 1 的 实 矢量 ， 


Ek 二 ER, Oj 是 Kronecker 记号 , 即 当 7 AAW 6, = 0, Mh 

X j= AUT B= 1, i 一 MV 一 1。 RIIA tnlr) Cm = 1-…， 

M+ o> + ny) 记 多 项 式 (1.3) 的 根 4+。 如 果 在 点 (x', PEs» 
max lu.b. Re{ 2,(é; x, 2°)} <0, 


我 们 就 说 方程 组 (1 1) 在 点 (x°, 2°) 处 《在 Petrowski 意义 下 ) 是 抛 
物 型 的 , 或 者 说 (1.1) (在 Petrowski 意义 下 ) 是 一 抛物 组 . 
如 果 在 8 的 每 一 点 处 , (1.1) 是 抛物 的 ， 我 们 就 简单 地 说 C1. 1) 
在 2 内 是 抛物 的 。 26 称 为 方程 组 的 抛物 权 数 (parabolic weight), 
而 2% max nj 称 为 方程 组 的 阶 . 
如 果 存 在 常数 5 > 0, 使 对 所 有 的 (x, :) e.0, 有 
(1.4) max .ub. Re{4,CE3; x, 1)} < — ò, 


引进 新 的 相依 函数 
QWs ey me Oty 
(1.5) Yr S Wis Vi D Vj,nj—1 Art; 
G = 5° * "5 M ) 
可 把 组 C1) 化 为 如 下 形式 的 方程 组 : 
(1.6) oti a > >) Ale, Dw + fies) 
p= 1 [RI<2p 
CG = 1,.…, N). 
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然而 ,多 项 式 
(1.7) det ( >> AY (x, t) CE)? — òin 1) 
|k{=2p 


的 根 一 般 说 来 不 同 于 多 项 式 (1.3) 的 根 。 于 是 ,即使 (1.1) 是 抛物 
的 , 1.6) 也 可 以 不 是 抛物 的 〈 见 问题 1, 2). 

本 书 主要 考虑 形 如 (1.6) 的 抛物 组 。22 称 为 组 的 阶 。 我 们 仅 
考虑 偶数 阶 抛物 组 ,因为 当 2p 为 奇数 时 , 41( 一 $3 r) 一 — aE; 
x,t), 因此 , 方程 组 不 可 能 是 抛物 型 的 . 

”方程 组 (1.1) 的 Cauchy 问题 是 在 带 形 区 域 R* X (0， T] 内 求 


满足 初始 条 件 


(1.8) | Ot wx, 0) 一 Pine) 


Or* | 
(h=0,1,°++5 n; —1;4—™=1,°°°, M) 
”的 (1.1) OE pal) YR HERR. W.6) MRR 
件 为 | | 
(1.9) u;(x, 0) = pi:(x)  (i=1, =, N). 

在 下 面 几 节 里 我 们 将 构造 出 组 (1.6) 的 基本 解 ， 然后 求解 
Cauchy 问题 (1.6), (1.9). 所 有 的 考 塌 在 作 某 些 修改 后 均 可 推广 
到 更 一 般 的 组 《1.1), 但 这 里 不 做 详细 令 述 . 

在 下 文 和 第 2 一 4 节 中 , 我 们 假定 抛物 组 (1.6) 是 定义 在 集合 
9 上 的 ,而 2 是 柱 体 

D x [0， T] = = { (x, £); 2€D, 0<: <T}, 
其 中 DD 为 R" 中 的 任意 区 域 。 

所 谓 (1.67 的 基本 解 (或 者 基本 年 阵 ) T(x, t; §, r) 是 指 对 于 
(x, 1) EQ0，(5, r)E€EQ, >r 定义 的 NXN 函数 矩阵 , 它 作为 
(x,t) (x€D, r <2 ST) ORR BE f: = 0 (1.6) MW 
fi = 0 的 (1.6) 的 解 ), 且 对 DD 上 任何 连续 函数 1#), 和 所 有 的 x€D 
有 


(10) Em | PCs #5 §, DEE ~ 4). 
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如 果 刀 为 无 界 ， 就 进 -- 步 假定 1 满足 如 下 有 界 性 条 件 : 对 某 个 正 
的 常数 


。 x) = 04 ex x\7 ( S 4 
Cl) Ko 一 oemp[klzl9) l4 TETN) 


(AH t— r KANN BR 1.10) 中 的 积分 存在 .) 
r 的 构造 基于 拟 基本 解 方法 .下 面 两 节 将 构造 拟 基本 解 并 研 
究 其 若干 性 质 . 
2. WEA 
在 这 一 节 里 ,我 们 对 系数 仅 依赖 于 : 的 抛物 方程 组 
(2.1) 2u YS AOD Gate N) 


j=1 |Ri<tp 
构造 基本 解 Z(x, Er). FES 3 节 将 把 这 一 基本 解 用 于 构造 组 
(1.6) 的 拟 基 本 解 . 在 整个 这 一 节 里 我 们 假定 (2.1) 的 系数 AHO 
(0 << 7T) 是 连续 函数 ， 
RIE EDULE AS NEAN (2.1) RAER: 
(2.2) oe 一 > 5 a4) GE o (k= yee N). 


j=l |kis2p 

BVC t, r) = (Wiles sr)) 为 (2.2) KERER, 它 满足 如 下 初 
始 条 件 : 
(2.3) VG; čar) | =] (I AE). 
V(t; Es T) 称 为 组 (2.2) 的 Green pE. 

注意 , 从 (2.1) 对 x 作 Fourier 变换 ， 在 形式 上 我 们 就 得 到 组 
(2.2)。 再 注意 , (2.1) 的 基本 解 Z(x, t; E, r) 仅 作为 x 一 5 的 函 
数 而 依赖 于 x, 5。 因 此 ,基本 解 的 性 质 (1.10) BA 

limZ(x, t; ë, r) xf) = f(x), 


Hp” ERGER. 于是， lim Z 象 Dirac 测度 那样 作用 于 f. 因 
此 , 当 Nr 时 ， Z 的 Fourier 恋 换 就 趋 于 1, o | | 
可 见 在 形式 上 ,Z 的 Fourier 变换 应 与 Green fee V 相同 ,这 
就 产生 构造 Z 的 草案 如 下 : 
先 推出 VG; G r) 的 适当 估计 ,然后 证 明 函 数 
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* ， 
- he ee Tn tt mH -天 HT 一 ee : 


AM l 

(2.44) Zih(Cx, t, E, 7) = Cn)* | 
(cz 一 ax 十 .… + antn) 是 基本 矩阵 Z 的 元 素 . 

遵循 这 一 草案 我 们 证 明 如 下 定理 ， 

定理 1 设 (2.1) 为 抛物 组 , 它 的 系数 在 0 SST LER, 
MERTEK S: <S T 上 (2.1) HEAR 

Z(x, 1; &, 0) = Z(x — Š; tv) 

存在 ,其 元 素 由 (2.4) 给 出 , 且 对 0< |m) <o 如 下 不 等 式 成 立 : 


ene Villt; a, Tda 


Cm 
(t ___ r) (at|m))/2p 


__ 2p N 1/(2p —1) 
ti—T 


其 中 Cms co 为 正 的 常数 ,它们 仅 依 赖 于 mi OLARRA EAM 
的 连续 性 模 以 及 抛物 性 的 模 5 ， 

我 们 从 一 条 初等 引 理 人 手 . 

引 理 1 设 f(x) 为 7 维 复 空间 C* 中 的 连续 实 值 函 数 ， 假 
FER FE AS 0, zE CH fz) = ik), BARAR xE R” 
(2.6) f(x) S — 6|xl”, 
其 中 6 为 某 个 正 的 常数 ， 则 存在 常数 4 使 对 所 有 x eR", y ER” 
有 


(2.7) fx + iy) <— Sel” + Aly”. 


(2.5)  |DPZ*(x, t; E, e)l < 


征明 ”以 s 记 R 的 单位 超 球面 因为 在 s 上 f(x) < 一 
6, 所 以 对 每 个 x€s, 在 C 中 存在 x 的 邻 域 ,使 在 此 邻 域内 二 一 
6/2. 用 有 限 个 这 样 的 邻 域 覆盖 *， 我 们 就 得 出 对 某 个 a>, 
WF le + iy] 一 1, 当 |y| < es 时 有 
f(x +iy)=— 
Ah a x ER", ye R”, H. ly| < eolx 十 iy | » Wy 
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(2.8) f(x+iy) = (ee le +iy|? < — Zle + iyl, 


函数 f(x + ie) + > Slr + iel”, 作为 x 的 一 个 函数 ,是 (与 


e ERW) 上 有 界 的 , Re eR, lel = 1. RRE Æ |xleo > 

1,0 GE (2.8)) 它 为 负 ,而 当 1zleo 委 1 时 ,由 于 它 是 x, e 的 连续 
PAK. 则 它 不 超过 与 e 无 关 的 一 个 常数 . 以 4 记 它 的 与 e e ERN 
LGA. RA 


f(x +iy) + Fl + iy|?? 


= yl? [A 二 ie 十 二 | 十 人 | < Alyl” (y = 0)， 


其 中 * == x/1y|, (2.7) 由 此 得 证 . 
我 们 需要 的 下 一 个 事实 与 借助 于 PO) 的 特征 值 4(s) 来 估计 
exp[{#P(s)] AX, 其 中 P(s) AN XN 的 矩阵 ,其 元 素 为 s = Csi» 
+55) GE CORSERA. UIB NEER 8 的 所 有 元 素 的 绝对 什 
之 和 。 我 们 有 
(2.9) lexplep(s)]| S B + 27? + 27? | 5] PND 
- exp{t max Re[4;(s) ]}, 


其 中 Bo 为 一 常数 ， 它 色 依赖 于 P(s) 的 元 素 所 组 成 的 多 项 式 系数 
的 界 。 其 证 明 , 见 [44; 168—171]. 
令 | 
| P(t, [) = Pot, 2) +P, 2); 
其 中 O 
Pl 5) = ( D AHOGY); 
[Rim2p 


pc t)—=(_ D ace). 


应 用 引 理 1 PERE P(r, C) AMEE Cr, 5) 的 实 部 ， 
我 们 就 得 到 max Rel XoxCz ,$5)] 的 一 个 界 ， 把 这 个 界 代 人 (以 (z 一 
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r) e Pov, X) 代替 PCs) 的 ) (2.9), 并 利用 不 等 式 
NT ee < const. (e = 8/4, 0< i < ©) 
我 们 得 到 
(2.10) |exp(z — rt P(t, č)! S Biexp[( — r)OCE, 929)] 、 
(O<r<qr1<7T, = $+ im). 
其 中 


(2.11) oE D= El? + Alal”, 


MB, AES t TtT, CERK. 
把 组 (2.2), (2.3) 写成 如 下 形式 


(2.12) - <= Poles EV + g(t, T), Vier = I, 


其 中 
(2.13) g(t, 0) = {[PoCt, 2) — Poe*, 2] 
+PiG,0)}VG; 2,7). 
于 是 (2.12) 的 解 可 写成 如 下 形式 | 
(2.14) V(t; 7) = exp[( — rt)Po(s*, 5)] 
+ expl G — o)PaCs*s DIECO, Edo, 


利用 (2.10) 得 到 
(2.15) IVC; 0, r)| < Biexp{(i — FOC, 0] 
+ B, |‘ expl(s — 908, n)Ile(os Ddo. 


Mt 一 z 并 取 = <e<r te, A (2.13) 我 们 得 到 
(2.16) |e, OF <Lo(e) lol” +B]; r)i 
其 中 当 eNO o(e) N00 hÆ or, C e TRAR. Hiel 
> B,/wle) 时 利用 不 等 式 | 

| B,|t\?*<wle)|o|", 
我 们 可 以 化 简 (2.16) 的 右 端 ,并 把 它 代 入 (2.15), 就 立即 得 到 
(2.17) IVCz; £5,7)| S Biexp[(G — TO, 1)] 
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+ 2B,o(e)|g]”? | exp{(z 一 coc, nI| Vo; Č» t)\do. : 


以 后 需要 如 下 引 理 (其 证 明 , 见 问题 3). | 
引 理 2 ip, Oo MeSH ST) HREM, XQ) > 
0a<r:<T), WẸ 


pl) SoG) + EOLO (rs&:< T), 
则 
t ft 
PO <a) + |" x()0(o)exp||" xo) do] do 
(r<ar<T). 
取 pt) = [VCs Cs r)| expl 一 人 《; — ro, n)], pCt) = B,, 
X(t) = 2Bwle)|ġ|”, 并 注意 到 当 € (5 ts o, 无 关 地 ) 充 分 小 时 
有 、 


(2.18) | xCe)de = 2B,0(s)( — Nel 
KG (2 151% + Ini”) Gm E tin), 

我 们 从 (2.17) 就 得 到 

[VG; č, tT)|exp{—(z — r)Océ; n)] <B 

+ 2BioCe) el* | exp [Ce — 0) (2 lel + |71? )] ae 
因此 ， 
V(t; 0, r) < Biexp[( —r)OCE, n)] 
{E+ DEI exp|C — =) G s1” + lot”). 
由 此 推出 | 
(2.19) IVG; E + ins r)| < Bexp{( — v){—6[&|” 

十 CAPIRE E 


其 中 Bs Aos OO AGi,t, 657 CKRVH EN RM. he Bp, 
oke) 时 我 们 证 明了 (2.19), 其 中 。 是 使 (2.18) 成 立 的 圈定 的 数 .如 
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RT| < B:/o(e), 则 对 某 个 适当 的 常数 B,, (2.19) 显 然 成 立 . 

ERE rs: <r +e HAT VG; tr) 之 后 ,利用 恒 等 
IN CUAL 4) 
(2.20) (ti er) 一 FFC rr 二 e)Fr 二 eyer) 
我 们 就 可 以 在 区 间 z te Start 2e 上 估计 它 . 

于 是 ， 

IVC; gsr) S IVG; tr telve e grl 

右边 各 因子 都 可 利用 有 适当 *, r 的 不 等 式 (2.19) 来 估计 . 类 似 地 
逐步 进行 下 去 , TÆ, 对 于 所 有 rs:<T 我 们 就 推导 出 不 等 式 
(2.19). 

还 应 指出 ,如 果 我 们 从 等 式 


VG ts 2) = 1 + | PG, OVC T, rda 
开始 ,对 它 取 绝对 值 ,就 得 到 
IVC sO LN + |’ Plos DIIVC E52) Ides 
再 利用 不 等 式 |P(c, 8) 1 < const. (1 + 151*) 和 引 理 2, 即 得 不 等 


OK 


(2.21) {VG: č, 7)| <const.exp[const.(¢ — 7) |Z[7"] 

其 中 常数 为 正 ，(2.21) 是 比 (2.19) 弱 的 不 等 式 ， 
现在 我 们 用 (2.19) 来 估计 (2.4) 中 所 定义 的 函数 Z”. 因为 

(2.2) 的 系数 是 iC € C>) 的 整 函数 ,所 以 由 常 微分 方程 的 一 般 定 

BH, VOC; Cr) the oR. 利用 Cauchy 定理 和 (2.19) 

UIA , PB | 


Z" (2,0; 6,7) = 


i) | ef otis) (2-8) iR pf at if, v da 
w)” JR” 


(>r) 
与 8 无 关 , 因 此 它 与 (2.4) 所 定义 的 函数 相同 . 
“再 次 利用 (2.19) 我 们 得 到 
(2.22) |ZPCe, t; Tv)| < Bye- expl AG — 7) 18177] 
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5< |. exp[ —8 t — r) la|” Ida. 


我 们 需要 如 下 事实 ( 见 问题 5): 对 任何 《之 0, 存在 p > 0， 
使 得 


2.23 a HP K __ 2? 

) uk 2p t q (1 2p 一 i) 
BL By = [Balsgn(xg — $1) [Bil = = [Bal 
(2.24) k = —lz— 5 


然后 选取 |81| 使 得 对 于 py 一 [2p A(t 一 v) "|B | A (2.23) 成 立 ， 
我 们 就 得 到 ,对 某 个 常数 A > 0, 有 
—B- (x — E) + G — r)Adle|” 
<p El y G rale” 
a a ( |x —_ ye. 
t— T 
把 它 代 到 (2.22) 我 们 得 到 
(2.25) [272(x, t E Dl < Bsexp{— A, (emery 


ii—Y 
* | 。 exp [ — S(t 一 r) lal 2? lda, 

取 极 坐标 ,然后 作 代 换 o= [al Ce 一 =)we ,我 们 得 到 (2.257 右 
边 的 积分 不 超过 下 式 的 常数 倍 : 

(z 一 pyre | 0” exp[— sp” Jdp < const.(¢ — r) "P, 
把 它 代 人 (2.25), 对 m = 0 我 们 得 到 (2.5). 

为 了 对 |m| > 0 证 明 (2.5), 我 们 从 下 面 的 等 式 开始 

DZZMACxrs t; Esr) 一 


1 | ， pm iletip)(z—é) 
-一 一 一 十 
(2x)” JR” la + iB)"e | 
Xi a + iB, Vda, 
从 而 
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(2.26) Dr?ZiCx, t; 8, +)| < Belp|imte# Pexpl Ads 
— 7) al] | , epl =e — r) la|” Jda 
+ Boe PSP expl ACG — 7) 1817] 
x| lel expl— 8s — r) la|? ]da 


一 了 十 J。 
BNR m = 0 的 情形 那样 估计 J, FER 


| lal™expi— öle — r) lal” Jda 


` 
< const. (z — r) ?tim | ptl -iexp[ 一 5 pf Ildp 
0 
< const. © — y) Otm 


因此 J 不 超过 (2.5) 的 右边 . 
至 于 1, 我 们 还 如 前 进行 ,但 要 注意 到 ( 见 问题 5) 对 于 给 定 的 
k, 使 (2.23) 成 立 的 4 应 为 p 一 如 -+。 因 为 已 选取 |8| 使 
n = [2p A(t — r) 1g], 
又 因 g 一 1 一 1/(2 — 1), 所 以 我 们 得 到 


(2.27) 18| = A, (a= (i—i 


(t _ y)? 
(4, 为 正 的 常数 ). 

在 I 中 以 (2.27) 右边 的 |m| RERBA F lel”, HRE 
m= 0 的 情形 那样 估计 了 的 其 余 因 子 ， 利 用 对 任何 固定 的 。> 0 
和 0 < 一 oo 的 不 等 式 刀 2 ce 7 S const., 我 们 立即 得 到 了 也 不 超 

过 (2.5) 的 右边 . 由 于 (2.26), 因此 对 任何 m, (2.5) 证 明 完 毕 . 从 
前 面 的 证 明 可 推出 有 关 常 数 Cw，cw 的 论断 . 
因为 当 |] 一 OR, Vie, E+ ing r) 关于 二 指数 地 递减 ， 
-所 以 Fourier 变换 的 一 般 规则 是 有 效 的 ， 于 是 ， 取 (2.2) 的 Fourier 
逆 变 换 并 利用 CARRIE, Zle, t; Es r) 作为 (x, OW 
数 ,满足 (2.1). 
为 完成 定理 1 的 证 明 ， EZE: 如 f(x) 为 R” 中 任何 满足 
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， (1.11) 的 连续 函数 , 则 
(2.28) tim | ,ZC — Es r AEE = F). 
因为 当 : Nr 时 ， 
| 2-6 rd Vs 0,7) +1, 

如 写成 KE == fCx) +) 一 1(x)]， 我 们 就 可 断定 , 只 要 证 明 
W eN} 
(2.29) |eZ(x — & 2, £) IE) — 1) lag +0 
RET. o 

我 们 把 上 面 那 个 积分 拆 成 两 部 分 : lE- <s hM 
lë — x| >5 的 7 Bes ey lE rl 二 65 时, [AE 一 f(x)| 一 
s, 这 里 e 是 任意 固定 的 正 数 , 而 8 为 依赖 于 e 的 固定 正 数 .如 果 
我 们 利用 (2.5) 估 计 |Z1, 然后 作 代 换 |x El = pe r), 
我 们 得 到 a 
(2.30) [ .1zC — 8, £» elae<c, 
. 起 中 C 与 1、r ER. RUE H N r 时 我 们 得 到 ， 
(231) |, [ZCe— 8545) lexpl2hls — 5 > 0, 
利用 (2.30), 从 而 ,有 


《2 


tE~x| 


<e| 12-8 IE Ce. 
。 


利用 (2.31) 和 不 等 式 | 
l | HCE) | < const. exp[2k|x — [7], 
其 中 常数 依赖 于 x, 我 们 得 到 , 当 * 7 时，7, ~> 0 STE 
Ax), Ab. we 一 7 充分 小 时 ,11s| < es。 把 它 和 (2.32) 综合 起 
来 ， 即 知 ， 当 * 一 z 充 分 小 时 ，17 th) 委 (C 十 1)se。 因 为 8 
是 任意 的 ， 从 而 有 (2.29), 
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3. 带 参量 方程 的 拟 基本 解 
ZEAR AJO, 1) 依赖 于 ¢ 和 参量 的 抛物 组 
(3.1) i= D D AO, DDE uy = Pily, t, Dede 


Or j=1 [Rk <2p 
G = ],°"*, N); 


y Æ R” 中 变化 . $ 
Po(y, ts Deu = > >, Aily, DD} ujs 
(3.2) ~ hl=2p 
PCy, ts Dr)u 一 > > AË Cy, t)DE új» 


j=1 lki<2p 

因此 P; = Pu + Pue Pu 为 Pi 的 主 部 .我 们 需要 如 下 假定 : 

(A) (3.1) 的 系数 是 2 一 {(y, 1); y€ R", 0<t¢ ST} 内 的 
有 界 函 数 ,关于 “是 连续 的 ; Pu 的 系数 关于 + 是 连续 的 ,在 0 内 关 
F Os 1) 是 一 致 连续 的 . 

(B) 在 2 内 组 (3.1) XF O 1) 是 一 致 抛物 的 . 

以 ZCx — E, t; ys r) 记 第 2 节 中 对 组 (3.1) (关于 固定 的 y) 
所 构造 的 基本 解 , 我 们 有 : 


(3.3) | [DrZ(x— 8,t;y,7)| S (t — yetip 


| — El 2p \t/Qp-v 
x exp{— om (Ee | , 


t — r 
其 中 C ms Cm 都 是 与 y 无 关 的 正 的 常数 . 
引 理 3 考虑 满足 《4),《8) 的 如 下 形式 的 两 个 2p 阶 NN X 
抛物 组 | 


GA) ou = Pilys ts D:)Ju (i= 1, ++, N), 


(3.5) a =Oy,t,D)u G= 1,-++,N), 


并 分 别 以 ZCx — E, 1; yor), 22 — Es try, rH 2 HH 
的 ) (3.4), (3.5) 的 基本 解 。 假 定 (3.4), (3.5) 的 系数 Ay 0) 和 
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ml Aa Cte A. 


Bi, t) 关于 3> 分 别 有 ? 阶 导 数 , 这 些 导数 在 0 内 为 (y, ODA 
界 连续 函数 ,并 设 在 内 有 | 
(3.6) |Ds[ Ady, 2) — BEG. DI|<e 0< isl <r), 
WZA SF y Br PERS, 且 每 个 这 样 的 导数 关于 x 有 任 
意 阶 导数 .而 且 | 

(3.7) | DUD; [Z(x— E, t; yet) — Ce E t Ys z)]| 


Ce lax — El 20 \ 0p- 
< — (ko6 J jt si 
Ge = reta ex] Cm ( Lr 


(0< |m] <œ, 0<|s| <r), . 
其 中 Cms Cm 仅 依赖 于 Dy AX(y; 2), Dy BECy, 1) OS |s| < ,) 
的 界 、(3.4), 35) ERM (KF) 的 连续 模 以 及 (3.4),《3.5) 的 
抛物 性 模 ( 所 有 这 些 量 可 认为 与 Y 无 关 ). 
证 明 ” 设 V=V(yyt; tsr), V =? (ys 830.7) 分别 为 
Z 和 2 的 Fourier 变换 . TY 为 下 列 问题 的 解 : 


oV' í . 

— = P,(y, Es LV (i = 1,*……, N)» 
(3.8) ðt 

V | ~。 =], 


由 常 微分 方程 的 标准 定理 得 出 DyV FE. XTY 微分 (3.8)， 对 
于 Dy,V 我 们 得 到 问题 

BDV") mm PCy, t, £) (DyV) + [D,P:y» £ DIV 
(3. 9) Or 

D,V \ wer = 0. 

利用 现在 关于 > 一 致 地 成 立 的 估计 式 (2.19)， 并 运用 第 2 节 
对 问题 (3.9) 的 论证 ,我 们 就 得 到 DV WR (比较 (2.19)) 
(3.10) ID, V (y, 1; E + ins r) | 
< Bexp{(t 一 z)[ 一 Sl E|? + Aln |? ]}. 

其 中 B, ôo A 为 某 些 正 的 常数 . ATI 再 一 次 微分 (3.9)， 并 利 
用 已 得 到 的 IV | 和 |1D,V | 的 不 等 式 ,通过 第 2 节 那 样 的 论证 ， 我们 
就 得 到 和 (3.10) 同样 形式 的 D3V 的 界 . 对 所 有 |*| Sr RTT 
以 继续 用 这 样 的 方法 推导 出 D; V 的 界 . 取 Fourier BAER, RA] 


ea30Lte | 


em GLH a ste er ET Hit a 21 H RP WE Er mnie coe f 


就 发 现 D; Z(z 一 1; y, r) 存在 ,并 且 不 超过 m 一 0 的 (2.5) 的 
右边 ， 通 过 第 2 节 同 样 的 论证 就 得 到 D” D, Z WOR. TERTS 
E, 所 有 的 导数 DTD, Z(0 < |m| < %0,0 < |s| <r) HE, 而 
是 是 连续 痕 数 ,并 对 0 三 Im| 一 0 和 1 Sr E 


ra f æ Bb» 
(3.11) |D: Dy Z(x — Š, t; y> 7)| < (t — y) timp 


—. 2 1/(2p—-1) 
exp] — bm ( z zl -) , h 


其 中 Bms b, 是 某 些 正 的 常数 ,它们 仅 依赖 于 D At Cy, t) 
(0<|s| <S DHEER, P ERM (关于 DESMO B.D 的 
HAER. 所 有 这 些 量 都 可 认为 是 与 y 无 关 的 . 
以 上 的 论证 对 2(x — E, t; yo r) 也 是 有 效 的 . 
SLES RA W 一 了 — 0. COTR 本 与 AEDE 


dwti _ > > At "(ys t) GEJ? Wi 


; de m=1 Rgp | 
(3.12) N | 
FDS DB DIGO, 
. m=1- le2p 
W *i| sexe = 0. 
把 G. 12) 写成 矩阵 形式 
AW L PCy, t, OW + Cyto C), 
(3.12’) dt 


W p 一 0, 

利用 假定 (3. 6) 以 及 对 DP 的 不 等 式 ( 它 和 上 面 对 DyV 导出 的 那 
些 不 等 式 是 一 样 的 ) ,我们 得 到 
(3.13) |D3g(y, tt] 雪 B'e(l 二 112)expf(z 一 z) 

“[— sl El + Adgl?l]}, 
其 中 B', 566，Ao BES C e 无 关 的 正 的 常数 ， 如 象 在 估计 C.2), 
(2.3) 的 链 时 那样 考虑 W, MF s = 0 利用 (3.13) 我 们 得 到 
‘(3.14) | 村 (人 gr 
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< B’eesp{(e 一 7)[ 一 信守 十 47 2)}， 
其 中 了 ,04 都 是 与 5，e 无 关 的 正 的 常数 . 

关于 3 微分 3.12) 一 次 , 并 对 O< f| 委 工 利用 (3.13) 和 
(3.14) ,我 们 就 得 到 DW 不 超过 (3.14) 的 右边 (有 不 同 的 常数 ). 

KF I 继续 微分 (3.12) 我 们 就 得 到 ww 对 > 的 所 有 阶 数 不 超过 
r 的 导数 的 界 , 这 些 界 和 (3.14) 的 一 样 , 但 有 不 同 的 常数 .利用 这 
些 估计 并 取 DyW 的 Fourier 逆 变 换 , 我 们 就 得 到 ?w= 二 0 的 不 等 式 
(3.7). 我 们 用 和 第 2 节 同 样 的 论证 (在 |m| > 0 的 情况 下 与 推导 
(2.5) AX), 就 推出 对 任何 ?的 不 等 式 (3. 7). 

在 引 理 3 中 取 

。 OREP fy D.) = Py +h, Ey Dz)» 

我 们 得 到 如 下 结果 ， | 

引 理 4 = REA (3.1) HEE C4), CB), 并 假定 D; Aly!) 
(0 委 | <r) BOAHERAR MR, 关于 > 满足 Hilder RH 
(指数 为 c)， 在 2 内 满足 一 致 Hilder KH. 则 对 所 有 的 0 < 
lm| <co,0<|[s| <7, 


ms . Cun 
(3.15) |D2Diz(x—é,t:y¥,7)|< Vp p ima 


— 2# \.1/(2P —1) 
epf on (Ey 
t — r 
(3.16) |D? Di[Z(« — E, t; y th, rT) — Z(x— Š, t; Y» r)| 
区 — ap \1/(2p71) 
< — Ca exp — Cm (d=) , l, 


€ — y ) Pti 2p t — rt 
其 中 C ms Cm 为 (与 Vo Xs È, fs Ts A 无 关 的 ) 正 的 常数 . 
附注 从 (3.11) 的 证 明 得 出 ， 即 使 省 路 Ds AY (ys 4) 的 


| Halder 连续 性 假定 ; (3.5) (或 (3.11)) PYA. 


引 理 5 假定 组 (3.1) 满 足 引 理 4 的 假定 (r==0). 设 f(x, 2) 
为 2 内 的 连续 函数 ,对 某 个 a < eTO (e = min {em}), 满足 


pei) 
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(3.17) f(x, ¢)| < const. exp[a|x|7] (a 一 


re TH 


其 中 cm % (3.15), (3.16) 中 的 常数 。 而且 假定 从 x, ORF È 
Holder 连续 的 , 它 的 Hilder 系数 在 2 的 任意 有 界 集中 对 于 (x, 2) 
是 一 致 的 , 则 积分 


(3.18) B,D = | ar | ,Ze — Es 5 5 DICE, ra 


HOES T i DIOC, t) (0 |k] < 2p) M DOC, DEE 
并 且 对 0 二 :之 7 都 是 连续 函数 ,而 且 | 


(3.19) D(x, t) = | dv | Di Z(x 一 TEET r)i, r}jdë. 


(3.20) D(x,4) = iet) + |ar| ,DZ E, 13 


È, rfc, v)dé, 
证 明 ”本 引 理 的 证 明 是 基于 和 第 一 BS 3 节 中 同样 的 方 
法 ,类 似 地 把 积分 拆 成 若干 部 分 .现在 从 引 理 4 得 到 的 对 x RES 
数 的 估计 是 不 同 的 ， 但 不 会 发 生 任何 困难 . 因此 我 们 省 略 其 细 
节 . 
注意 ,(3.18) 一 (3.20) 关 于 7 的 积分 在 Y 一 处 是 非 正常 的 . 
4. 基本 解 的 构造 。Cauchy 上 问题 
我 们 考虑 方程 组 (1.6) 并 作 如 下 假设 : | 
(4) (1.6) 的 系数 是 0 = R” x [0, T] 内 的 连续 有 界 函数 ， 
而 且 在 2 内 主 系数 关于 : 是 连续 的 ， 关 于 OR 
一 致 连续 的 . 
(A) (1.6) 的 系数 对 xz Holder 连续 的 (指数 为 o). 它 的 
| Hilder 系数 在 9 的 任意 有 界 子 集中 关于 (x, 1) 是 一 致 
的 , 而 且 主 系数 关于 * 是 Hilder 连续 的 (指数 为 c)， 
且 对 所 有 (x, 2) € 0 是 一 致 的 . 
定理 2 ”假定 (1.6) 在 0 一 R"* x [0, 7 了] 中 是 一 致 抛物 的 ， 
(Ay), (4) RLW (1.6) 的 基本 解 T(x, t; E, r) FE, 且 对 0 < 
Im) < 2p WESTA 


(4.1) ID?IT Ce, t; 5, r)| < c 


G — 7) Otim 
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[x — E |r VV- 
x exp{ c (HE 一 二 |， 
其 中 C, c 为 正 的 常数 . | 
证 明 对 于 f; 二 0, 把 方程 组 (1.6) 写成 如 下 形式 : 
(4.2) = P(x, hs D,)u = Po(z, zy D,)u 十 P,;(x, ty D,)us 


其 中 Po; 为 Pi AEM. A Z(x ën yr) 为 方程 组 


(4.3) oti = Py(y> t, D,)u 


在 第 2 节 中 所 构造 的 基本 解 ， 遵循 拟 基本 解 方法 ， 我 们 来 构造 如 

FRAN I: 

(4.4) T(x, t; È, rT) = Z(x—&, t; ET) 
+ | do P Z(x — y» t; y, €)Ø®Çy, 0; E, dy, 

其 中 8 为 NW X N EE. 

AKAN XN 矩阵 ,其 第 i 列 K' 由 下 式 给 出 
(4 5) Ki(x, t; Est) = [PiCx> ty D.) — 6;D,]Z(x — &, t; s r) 
== [Po(x, t, D D,) = Pol, fy D,)] 

XZ(x— §, 1; Ë, r) + Pix, t, D:)Z(x — €5438, 7); 


其 中 6;D,Z = D,Z' (根据 定义 )，、 利 用 (3.3) 和 (4;), 我 们 得 到 


(4.6) K(x, £; Es 7)| < Ce on 


—_ 2p \1/GQp —1) 
x exp] — ay (= j 


t -一 全 


其 中 4;, a; 表 适 当 的 正 的 常数 . 
WR OW Hilder BR, 因而 可 应 用 引 理 5 于 (4. DAR 
分 ,于 是 , 当 且 仅 当 


(4.7) P(x, t; E, r) = K(x, t5 E, 7) 
十 | do F K(x. t; ¥> o)®(y, 0; E, Tdy 
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时 , T CVE Cx. ¢) APR BO 满足 方程 组 (4.2)， 级 数 


(4.8) B(x, t; Š, r) = D4 Kuk, f; Š» r) 
(4.9) Kml, t; E, 7) = \" ao |. K(x, t; y, 0) 


Km a; È, v)dy. l 
Aa T WEAR CG. ome BA GTR. RIIT i F5. 
引 理 6 R 


© N ,££ 0)} 
I, | Te — oo — r)” p{ af(x, E, Y5 fts a)}dy, 


Herp r<o<t, —~-WO<e<w, — 0 <y <0, M HE 
数 ， l 


f(x, <， V3 bo Ts g) 一 


( |x — y (7P jere + ( [y — E|’ ) 


t — 0 O 一 了 
对 任何 0 <e< 1 ,存在 仅 依赖 于 Es as 的 常数 M ,使 得 
M _ [x _ E 2p \ 1/2p—1) 
(4.10) I, < ee 二 aÇ e) (= =) |. | 
iE A f 作为 olr < o < a) WARE A o 处 取 最 小 什 , 这 
里 0 满足 y 一 [x(o r) 十 8(: 一 0)]/(t 一 +)。 其 最 小 值 是 
[jz 一 二 2/ 一 了] 


因而 ， | | 
(4.11) 14 Tuexp \- a(1 — e) (= )}, 


HHT, 定义 为 71， 其 中 以 eea 代 ae 如果 rr 各 委 zz 二 (一 7)12， 
则 我 们 利用 不 等 式 


IC, So V3 b’ Ts o) 之 (2. — a 


g 一 他 
krr he 
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. ETI a BA As 


b k 


k o bkit e 


并 在 16 PERH ly — El = peler 因为 :一 o 宇 (4 一 
rt)/2， 我 们 得 到 
lea < const./(z — TV, 
把 它 代 到 (4.11)， 就 得 出 不 等 式 (4.10). Æ [r 十 G- 一 z)/2] S 
c< 委 /的 情形 ， 《4.10) 的 证 明 是 类 似 的 . 
现在 我 们 把 引 理 6 推广 到 =” 个 变量 的 情形 .引进 范 数 
(4.12) lel =( dele)", 


i=i 


其 中 4 = pt 对 tio<t, 我们 定义 


Aer E593 zy7， a) = (Eo 


É —— O 
i lly — El]? 1/(2p—1) 
+( g — T ) i 
于 是 我 们 有 引 理 6 的 如 下 推广 
引 理 7 设 
1 

l, = P IGL o Goel exp{—afn(x, §, ¥3 ts T, a) }dy 
其 中 < <1, ER, EER, 而 a 为 任何 正 数 . 对 任何 0 < 
e<l, 存在 仅 依 赖 于 8s ás pon HIE M, 使 得 


I, < 一 一 竺 一 一 exp i- a(l 一 e) (=EN, 


(t 一 770 | y 
证 明 注意 到 对 于 2 一 a 一 e)a, 有 
exp{— bfu x, Š, ¥3 sT, 0)} 


= I] exp {— bjia» 了 Vis Fo Ts o)}, 
就 可 得 出 ,如 (4.11) 大 括号 中 的 |x T ERZA IE; 本 Ell, 则 (4.11) 


DER. 7 的 合计 类 似 于 2 一 1 情况 下 的 估计 . 
注意 到 (4.6) 意味 着 | 


A 
(4.13) |KCx, 23 &, T)| S CED 


ME meter A A AULAE sa- mR NE rk 4 = Re A = nS A HR el Re:A NBR REI Ira 


。 exp f ay (= ye}. 


并 利用 引 理 7, 我 们 得 到 


1 
| Kx, t; ET Dr! g 
| ? JLG — o) (o — rp e 
A; _ jx — E ||? 1/(2P—1) 


按 此 法 逐步 进行 下 去 :我们 就 得 到 某 个 正 整 数 m, 使 得 
[Kn Cx, t; &>0)| < Asexp [— a4 (yeh. | 


i— T 
于 是 ,通过 关于 wr 的 归纳 法 我 们 可 以 证 明 
(4.15)  |Kitmo(%o t3 §57)| ATA — r)” J” 


1 exp f— a (de = El Map) 
XFO Top) p | :人 t—T ) 上 
其 中 as 为 任何 小 于 min{az a} 的 正 的 常数 . 事实 上 ,可 从 (4.13)， 
(4.15) 和 不 等 式 ( 见 引 理 6， 7 的 证 明 ) 
exp{— asfa(x, E> Y; t, T, 0)} 


< exp {= 4 ( lz — gll ye) 


— T 
得 出 ;, 当 我 们 取 a < a 时 ,有 
|K mtm nlx t; ëa T)| 


<A dye 仁 as (exe D jz 十 za), 
其 中 - | | 
i= ie Go exp \- (a, — a5) 

x ( lly 一 5l yo} ay} Go l 


o—? (o 一 T) PO id 
I 的 里 层 的 那个 积分 不 超过 某 个 常数 47。 因 为 
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| (t — o)” P(o — r) rdo 
f 


== (z 一 g)” p (1 十 2 )T Ar (1 + ine), 


如 取 A; = Ag Az I(a/2p), 就 推出 以 m 十 1 代替 wr 后 的 不 等 式 
(4.15). 于 是 ,对 所 有 的 m > 0, (4.15) 证 明 完 毕 . 

从 (4.15) 得 出 ,(4.8) 中 的 级 数 收敛 ,并 满足 方程 (4.7)， 而且， 
从 关于 K。( 同 样 对 m < m) 的 估计 式 得 出 


(4.16) [B(x, t; E,r)| < 


4 
(z _ q 6a t2e a) /2P 


加 |x — Ej? 1/(2f-1) 
x exp| 46 ( t—T ) l. 
其 次 ,我们 必需 建立 P(x, t; &, 7) 关于 x 的 Hilder 连续 性 ， 


对 每 个 0 <p <a, 我 们 应 有 
(4.17) |O(x, t; &, 7) — O(y, 2; ET)| 


— [8 _ EJP N vap-» 
< const. | x — y | 区 |- a, (42 | ) | 


(t — r) "tatp)/2p t—r 


_ ly E | 2 1f/(2p —1) 
+ exp| a ( t—t ) |}. 
《4.17) 的 证 明 类 似 于 (1.4.17) 的 证 明 , 因 此 省 略 ， 
利用 (4.16), (4.17) 并 把 T(x, 5 E> 1) 写成 (1.4.26) 类 似 的 形 
式 , 应 用 引 理 5, 我们 立即 可 知 , T(x, t; Es r) 是 方程 组 (4.2) 的 
解 . 
为 了 证 明基 本 解 的 第 二 个 性 质 ， 即 (1.10)， 我 们 首先 证 明和 
(1.4.30) 类 似 的 结果 .此 外 还 必须 证 明 当 Ne 时 ， 
| zz — 8545 7) >, 
为 了 证 明 这 一 性 质 , 我 们 忆 及 
f Z(x — E, t; 0, r)dë =1, 
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| [ze — 845 Š, T) 一 Z(x 一 点， ts 0, r) ]dë — 0 


RET. 相应 于 1#| 二 5 和 El 8, 把 积分 拆 成 两 部 分 ,并 利用 
引 理 4 就 可 以 得 到 这 个 关系 式 . 

剩 下 要 证 明 不 等 式 (4.1)， 据 (4.4) 和 引 理 5, 有 
(4.18) DPT (x,t; &, 0) 一 DZ Z(x— §, t; &, 7) 


i | 
+ | do | D? Z(x — y» ts ys 0)GC7 0; &, r)dy. 


现在 我 们 使 用 (3.3),《4.16) 和 引 理 7 RTT LAA in. 

在 定理 2 中 ， 如 果 仍 假定 (1.6) 的 所 有 系数 A 关于 * 是 
Holder 连续 的 ,其 Holder AME O 中 是 一 致 的 , 则 对 (m| 一 2p, 
(4.1) 也 成 立 , 并 且 
(4.19) |D?T(x, t;& 7) — DPT, t; &, 7)| 


— lB .£12p\1/(2p—y) 
< cont le WI fexp|— a (1E) | 


¢ — q ) Otim tee t—T 


i y 一 E|? 1/(2p —1) 
7 + exp|— a (=P) } 
其 中 当 |m| 二 2p, 为 不 超过 1 的 任意 正 数 ,而 当 lmi 一 2p 
时 ,8 为 小 于 a 的 任意 正 数 . 
因为 |m| = 2p 的 (4.1) 和 (4.19) 两 个 估计 式 往 后 都 用 不 着 ， 
所 以 省 略 它 们 的 证 明 . 
从 工 的 式 子 推出 , 若 f 为 连续 函数 , 它 满足 (3.17), 其 中 4 < 


TOD, e 为 与 Pl 有关 的 常数 (但 与 7 无 关 ), 则 | Tf 可 以 写成 


和 的 形式 | Zf 十 | z (比较 第 一 章 第 5 节 ), 其 中 了 一 | 07 HH 


续 函 数 , 它 满足 (3.17)(〈 但 < 不同)。 若 fix, t) RF x fe Holder 4 
SA EH 8 的 有 界 子 集 是 一 致 的 , M Ces 2) 也 有 同样 的 Hilder 
连续 性 (因为 可 由 (4.17) FEM. 因此 有 : 

引 理 8 如 果 以 T(x, t; Eo oe) 代替 Z(x 一 5,t; Er) 只 
要 满足 定理 2 的 假设 ,只 要 在 (3.17) PYF STERN) 常数 
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Bae’ TYH- 则 引 理 5 仍 为 真 . 

MERK Cauchy 问题 (1.6)，(1.9). 所 谓 (1.6), (1.9) 
在 带 形 区 域 0 委 上 委 加 中 的 解 是 指 一 个 函数 wx, 它 当 0 二 上 委 癌 时 
满足 (1.6) (对 0 < £ <4, RE Du I Dru < |m| S 2p) 存在 
HAS) H 0S: CHEER, 且 当 x€ R” 时 满足 (1.9). 
把 (1.6), (1.9) FARE Ie 


(4.20) oe = Pe, Es Du + fa; t), 
(4.21) | u(x, 0) = p(x). 
我 们 证 明 如 下 定理 . 


定理 3 设 在 带 形 区 域 8 = R” Xx (0, TIN 4.20) 4H—- 
抛物 组 , 旦 满足 (41), (42), BE fx,1) 为 2 内 的 连续 函数 ,天 于 
* 是 Holder 连续 的 , 且 对 8 的 任何 有 界 子 集 是 一 致 的 ,而 p) 
”为 R" 内 的 连续 函数 ,最 后 ,假定 对 于 ? 一 2p/(2p 一 1). 有 
(4.22) f(x, 2)|<Aexp[alx|?] 《在 8 内 )， 
(4.23) | p(x)| <Aexplalx|?] ÆR W), 
则 在 带 形 区 域 0 <t <4, 内 Cauchy 间 题 (4.20), (4.21) 的 解 存 
E, 且 对 某 个 常数 e 有 | 
(4.24) |uCx, t)| <const.exp[a’|x|%] (x € ROSS), 
其 中 加 一 minLT， (e/a)? 1}, 而 7 为 依赖 于 P( 但 不 依赖 于 工 ) 的 
常数 . l 

证 明 鉴于 引 理 8 和 定理 2, 函数 


(4.25) — È { „TCs 3 Es DACE, r)dgdr 

在 某 个 带 形 区 域 0 <<a AX p= 0 K (4.20), (4.21) 的 解 ， 

其 次 ,显然 可 把 第 一 章 第 6 节 定 至 11 的 证 明 推 广 到 现在 这 种 抛物 

组 的 情形 ,因此 ,函数 

(4.26) | Pests Es O98) | 

在 某 个 带 形 区 域 0 <: < r HE f = 0H (4.20), (4.21) 的 解 ， 
综合 (4.25)，(4.26) 我 们 得 出 
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(4.27) uxt = È „TCs ts Es 0) G(EDME 


— Ẹ È TCs ts E, DICE, eae dr 
ERNER O << Cauchy [ABW (4.20), (4.21) WH, 
因为 4 A 4, RMA min{T, (c*/a) P} 的 形式 ， 其 中 c* 为 仅 依赖 
于 P( 但 不 依赖 于 了 ) 的 常数 ,所 以 对 于 也 如 此 . 于 是 剩 下 证 明 
(4.24)， 它 可 由 如 下 引 理 推出 ， 
引 理 9 对 任意 正 数 4, 4, B(B < 4), 存 在 正 数 <,c ,使 
对 所 有 re R 有 | 


(4.28) [ exp[— Alz — El? exp BlE|*]de <c’explelx|"1. 
证 明 ”对 某 个 使 4 一 e > Be >, 写成 | 


exp[— A|x — |1] = exp[— e|x — &[7] 
Xexp[ 一 (4 — e)|x — |1] 

我 们 就 看 出 , 只 要 对 所 有 的 r€ R”, EE R* 证 明 
(4.29) B\E|*?< (4 — @) |x — Elo 十 clzl? 
WET. WR E= 0, (4.29) 当然 满足 , 于 是 假定 了 去 0. 以 15| 
除 (4.29) 两 边 , 并 令 y = x/151,e 一 /15|, (4.29) 就 化 为 
(4.30) 也 入 (4 一 e)ly 一 elz 十 clyl9。 
因为 4 一 e>> 了 3， 于 是 对 某 个 充分 小 的 常数 刀 > 0, (4.30) 当 
lyl < a HRA. 若 |y] >a, 则 (4.30) 当 cnt 一 BA RW. 

All FA (4.1) 我 们 得 到 : 

推论 。 定理 3 的 那个 解 x(x,z) 满足 : 


(4.31) |DiuCx, 2) | < const. exp[a’|x|7] (O<|k| < 2p). 


RMR O=D x [0, T] 上 简短 地 讨论 基本 解 来 结束 本 
节 , 其 中 DD 为 R” 中 的 任意 区 域 . 把 在 D 一 R 情况 下 构造 的 基本 
解 经 过 显而易见 的 修改 后 即 可 得 到 在 现在 这 种 情况 下 构造 的 基本 
解 . 于 是 , 拟 基 本 解 是 一 样 的 ,但 在 了 和 有 的 定义 中 《(4.4) (4.7) 
中 ) 在 R” 上 的 积分 应 代 之 以 在 D 上 的 积分 .于 是 ,我 们 得 到 如 下 
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ER. 

定理 4 ”假定 方程 组 (1.6) 在 0 一 x [0, T] 上 是 一 致 抛 
tis, (4,), CAD EQ =D x (0, T] 上 上 成立, 则 (1.6) 存 在 基本 
ETC, t; Es T), BRER (4.1) RIT. 
5. 伴随 方程 组 

在 0 一世 x (0,7) 上 给 定 了 方程 组 
(5.1) al 5) Aile, t) Dar, Gata, V)， 


Or j=l 1k) <2p 


se es a G% 4 


(5.2) oti we 一 > (一 DH DEL ARG, 1)v;] 


=1 12P 
(= 1,..*, N). 
如 果 我 们 把 方程 组 (5.1), (5. 2) 写成 如 下 形式 


Ou 一 p(y, ts D „Juis Ov; 一 Oi(x， t> D,)o 
Oz Or 


则 对 一 切 在 9 内 部 有 紧 支 集 的 无 穷 可 微 函 数 uo v 有 
(5.3) >, p [ >， P;(x, t, Dou + ou; O,(x; t, D,)ejdx dt = 0, 


事实 上 ,以 (5.2) 代 兰 9;, 并 进行 分 部 积分 ,我 们 就 得 知 (5.3) 成 立 ， 
性 质 (5.3) 唯 一 地 确定 线性 微分 算 子 9;, 即 不 可 能 有 两 个 不 同 的 算 
子 0; 和 O*G 一 1,--+, N) 的 方程 组 ,使 (5.3) 成 立 ， 事 实 上 ,在 
”相反 的 情形 ,对 一 切 如 (5.3) 那样 的 ” 就 会 推出 (8; 一 OF) v = 
0, 因 此 , 据 第 一 章 第 8 节 定 理 14, 0; = OF ,这 就 导致 矛盾 . 


把 方程 组 (5.2) 写成 如 下 形式 
(65.4) Od) D Abie, Dv (=1,..,N), 
Ot j=1 (RI<2p 


并 假定 (5.4) 的 系数 满足 第 4 节 假 定 (4,), (42) HUD RRM 
假定 (5.1) 在 Q 一 x [0, 了 Ti 上 是 一 致 抛物 的 . 

(5.4) 的 基本 解 ( 或 者 基本 矩阵 ) 是 一 个 对 (x, t) Eg, CE, 7) 
EQ, <T 定义 的 N XN Bike TC, t; E t), (EW Ce, £) 
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(rE D, 0 <: <1) AR. CIE (5.4), 并 且 对 所 有 的 xED 湾 
足 关 系 式 


(5.5) lim | r(x, 13 E, CEE = fO 


其 中 f(x) 为 五 上 的 任意 连续 函数 ,并 存在 某 个 有 二 0, 使 (1.117) 成 
MM. 
r* 可 以 被 构造 成 如 下 形式 
(5.6) T*(x, t; E, 7) = Z*(x— &, 8; €,7) 
+[ aa] 2% 2 — 8,45 y, ØO, 03 E, Ddy 


其 中 Z* 是 伴随 方程 组 的 基本 解 〈 见 第 4 节 ). 天 的 性 质 类 似 于 
T. 
我 们 需要 下 面 的 假定 : 
(A;) 导数 DiAX(Cx,z) O< [al < [RID He 2 = R” x [0, 
了 内 的 连续 有 界 函 数 , 且 关 于 x 是 Holder. 连续 的 ( 指 
数 为 c)， 且 对 @ 的 有 界 子 集中 所 有 的 Cr, 1) 是 一 致 
的 . 
定理 5 设 方 程 组 (5.1) HE O= R” x (0, T] NERD 
物 的 ,假定 (As), (A) (A) 成 立 , 则 
(5.7) T*(é, T; z, t) = (T(r, t E rD 
其 中 AW 表示 4 的 转 置 . 
证 明 ” 设 wv 为 两 个 光滑 的 纯 量 函数 ，D 一 /6x;， 则 
vD?u = D,(v D?! u) — (Dv (D7 tu) 
= D, PxC D2! u) — D, (Du) + (Dzv) (Dru) 
= D {v Dr ia — (D,v) (Du) +e 
+ (一 DD” "(DP v) (Dru)y + (—1)” (Dt). 
因此 ， 
(5.8) v D” u — (— 1)” u D? v = D,B(u, v) 
其 中 Blu, v) 是 关于 xz，” 和 它们 直到 委 一 1 阶 导 数 的 双 线 性 
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如 果 D? ARB Oa SR, PARMAR UNDE A 
得 到 


(5.9) vD2Pu—(—-1)7 u ->2 Bilu, v). 
以 w* vv 记 和 任何 两 个 矢量 w,v ane Dw; & 
Ax = (aï), 
(5.10) Pu = >) AiDiu,  P*v= >) (—1) DiCAZ v), 
| Al <2p IA 2p 
显然 , (5.1), G2) 可 写成 如 下 形式 : 
Ou — Ov = — p* v 
(5.11) Ot. = Pu, Bs P . 
利用 (5.9) 我 们 得 到 
(5.12) vA, Diu — (— 1)'*! uDiC Ax v) 


一 25. Bil, vl, 
其 中 Balu, vo] 为 关于 w,v 及 其 直到 委 (k| 一 1 阶 导数 的 分 量 的 
双 线 性 式 ， 对 & 求 和 我 们 得 到 


(5.13) o( Pe 一 ou | 一 u Po + oe ) 


= S Bilu, v} 一 2 (uv), 


其 中 5, = 之 Bik。 恒 等 式 (5.13) 称 为 Green HSH. Wha, v 为 
和 矩阵 U,V, 则 《5.13) 由 


(5.14) v (PU — oe) — (e*v- + SP )y 
£ 


->2 ô - BU; v) 一 D (VU) 
二 1 Ot 


代替 ， 其 中 Ê, ne U, V 的 元 素 及 其 不 超过 2p 一 | 阶 
的 导数 的 元 素 的 某 个 双 线 性 表达 去 ， 
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— pi 1:1 AAS ttt : 
w ep AHT! ASE TES. cae E tl en in sir 


Æ (5.14) HRY U =T(x, t; x, £), V =(T*(x,t; x, I), 
HERS: +e <t<i—e, |x| < R(e>0,R>0) ERZ, 
-然后 取 尺 一 o, e > 0 就 推出 (5.7) (比较 第 一 章 第 8 节 ). 

利用 关于 Cauchy 问题 

Ou 

Br Pu, u(x,0) =0 i 
的 解 * Ale = AT (h ARRARIR Green 公式 ,我 们 就 可 以 运 
用 第 一 章 第 9 节 定 理 16 的 证 明 方 法, 从 而 得 到 Cauchy 问题 的 唯 
一 性 定理 如 下 : 

定理 6 设 方程 组 (5.1) (或 (1.6)) 在 0 一 R*X[0, TIA 
是 一 致 抛物 的 , 且 假 定 (4,), (42), C43) RL MAEN k> W 
足 - 


(5.15) | f la(s Dlexp[— &lel Idx de < 00 


2 
(a= 557) 
的 Cauchy [aj (1.6), (1.9) 至 多 有 一 个 解 . 
6. 基本 解 的 可 微 性 
”我 们 需要 下 面 的 假定 : 
(C) 导数 D} APC x,t) (0 < [hl <r; 7 为 正 整 数 ) 存 在 ,并 
HE 0 = R" Xx [0, T] AEC, OHDAF ERA, 
而 (1.6) 的 主 系数 关于 : 是 连续 的 , EPAF (Ce, 2) 
是 一 致 的 . 
定理 7 ” 设 (1.6) 是 0 = Rx [0, T] 内 的 一 致 抛物 组 , 并 
t (C) RM. 设 T(x, z; E, r) 是 第 4 节 中 所 构造 的 (1.6) 的 基本 
解 , 则 对 于 所 有 的 0 jaj + |b) <r, 0< |m| < 2P, Det DF 
(x, t; ET) 存在 ,而 且 是 连续 水 数 ,又 对 蘑 个 常数 4 二 0, 有 


mta b > CONSE, 
(6.1) |D?rt* DiT(x, 2;§,7)|< (2 — r) Utat b+ 


sof- a(n, 


+ 30， 


(6.2) IDZ DieT(& + r,t; $5, 7)| S (4 — rytme 


x |? 1/(2p—1) 
x exp] a( — ) 上 
证 明 ”考虑 (4.5) 中 所 定义 的 函数 K. BE (C) 和 不 等 
st (3.15), 有 / 
(6.3) [Di D}K(x, t ëE D| < const. 


(z — CD DA AL 


og) 2P \ QP- 
x exp| 一 pi (=F 一 El ) l, 


t. 
(6.4) [ID K(z +8, t; g, 7)| < (z 一 SOTE 


2P \ 1/(2p—1) 
xexp| 一 人 ( ie 一 ) | 


其 中 b; WIEN Hs RK. 
FLY 76 RH (4.9) 定义 的 K,。 写 成 


tt+(t—-41)/2 
(6.5) K(x, 7 ET) = | do | KC, ES y, o)K(y, 


T 


036, dy 十 | | 


r+(f—27)/2 


do | » Kx, t; y, KG 


o; &,c)dy = Ka(x, t; E, T) + Kylrx, t; E, 7). 
对 于 Kast — o> G —r)2>0. 因此 


F+(z—1)/2 
DiKu(«, t; E, T) = | do | , [Ds: K(x, t; y ,0)] 
r R 


| XK(y, 0; Ë, t)dy, 
ERK y 二 6 十 gs， 我 们 得 到 


fr 二 (一 DA 
(6.6) DtKy(r, t Et) = | d 


x| „Di K(x, t; E +z, o)JIK(E + z,0; E, T)dz, 
R 


应 用 Dt 于 (6.6) 的 两 边 ,并 假定 D? 可 以 和 右边 的 积分 交换 ， 
使 用 (6.3)。(6.4) 后 , 我 们 得 到 
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Tt— 4/2 
| d 


|D} Di Ky, Cx, t; &5 T)| < const. a 
f 


x| 。 (t 一 g) teita] +ib , (o 一 q) O tee w/e 


-一 _ af 2P NCOP) 
xef- a (memar 
/ 


i— oC 


| z | 2p \ GPI) 
x exp — a (LLL JE ae 
€ — T 


AHR 40517, RiR 


a rb . _ const. 
(6.7) | Dt De Kalz, ES E, t)| < € — q )(”t2P -2t lal t1b 1/2? 


_ \x — E|? 1/Gf —1) 
x exp] bs ( t—T ) 上 
用 证 明 第 一 章 第 3 节 定 理 3 的 方法 , 可 以 证 明 Ds Ds Ka 存在 以 及 


Di 可 以 和 (6.6) 右边 的 积分 交换 
因为 可 以 类 似 于 Ka 那样 处 理 Ka 所 以 我 们 得 到 


am const. 
(6.8) |D; D; K2( x5 t; é,v)| < G 一 q ) ("t22 -2+ a1 +151/2P 


— ap \ 1/(2P ~1) 
x exp{— b, (= E ) 3 


如 果 在 KE +25 13 E, r) 的 积分 中 GL (4.9) 作 代 换 
y= te, RINE | 
KE 十 zf; Š, T) 


= (do | „KE +2,1; E +’, RE 十 03 $s 7)ds’, 
把 D 作用 于 上 式 两 边 ,并 利用 (6.4) 我 们 就 得 到 


t. 
(6.9) [DEK (E425 1; E 7)| < o Sa 


2p \1/(2P-1) 
x exp|— ba (=) }. 
i—T 


不 等 式 (6.8),(6.9) 是 和 (6.3), (6.4) 类 似 的 不 等 式 ， 
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我 们 可 以 归纳 地 估计 Kms 并 证 明 对 所 有 的 l<m< 
0, A | 


a ope . Bm 
| Di Di K Cx, t; &,0)| < (2 rp -mat DA 
.£12 \1/GP-1) 
x exp|— b3 (= t, 
E— T 
. D . Bm 
IDR nE + 2,2; & 7)| De 


2p \1/(2p—1) 
x exp} — p, (Le | \, 


其 中 B, = Bm /r (1 + za), 8 为 常数 ， 于 是 从 (4.8) 推出 


const. 
(6.10) |DiD?@(x,#;&,r)| < TD 
_ 2P \ 1/(2p ~1) 
x exp} — b, (下 一 二] 
im Tv / 


const. 
(z — za tee /2p 


| _ f |z|? 1/(2? —1) . 
x exp b, (二 一 一 一 ) |. | 
如 果 利 用 (3.15) 和 (6.10)，(C6.11)， 我 们 就 可 以 用 上 面 处 理 
K,(x, t; Š, T) 的 方法 处 理 (4.4) 右 边 的 那个 积分 ， HA I(x, t; È, 
rT) 记 之 ,于 是 我 们 就 得 到 Drt. D7 是 连续 函数 
O< al + [bl <r, 0<|mi <2p), 
并 且 当 以 I 代 T 时 ,不 等 式 (6.1), (6.2) 仍 有 效 ， 利 用 (3.15) 和 了 
的 定义 (4.4) ,就 得 出 定理 7 的 证 明 . 
因为 
(6.12) oP te Est) 一 Pr， zy DTCs, ZET rT), 


(6.11) {Di BCE + z, t; Es r)| < 


所 以 从 定理 7 我 们 可 以 断定 ， 如 果 (1.6) 的 系数 关于 C, 1) 充分 
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Rh 上 HH na 


光滑 , 则 了 (x,z; E DF Gt; 2) 也 充分 光滑 . 从 定理 5 我 们 
也 可 以 推出 T(x, t; §, 关于 7 的 光滑 性 .特别 地 , RITA TE 
定理 . 

定理 8 mR O= R x [0, 了] 中 一 致 狐 物 组 (1.6) 的 
系数 在 @ 内 无 穷 可 微 , 如 果 所 有 的 导数 都 是 有 界 函 数 ,， WC, t; 
$，7) 关于 Cx, t; E, T) 是 无 穷 可 微 的 ,并 且 对 所 有 非 负 整 数 <, b 
c,d A 
(6.13) |D:DiDsDaT (x, 13 E, TY) < c'(t — r) eta tbl tavetap a fap 


l x — ap N 1/(2p —1) 
x exb| 一 (1—1) |. 
其 中 c, c 为 依赖 于 as b,c, 的 正 的 常数 . 

如 果 有 无 穷 可 微 系数 的 抛物 组 定义 在 柱 体 D, x 10, TIA, 
其 中 D, 为 R* WRI. WR DH Re 中 有 界 区 域 (DCD), 那么 我 
们 可 以 在 带 形 区 域 0o 志 1 志 7T 中 5 x [0, T] 的 某 个 邻 域外 修改 
抛物 组 的 定义 , 使 得 新 的 抛物 组 满足 定理 8 的 假定 . 其 证 明 类 似 
于 第 三 章 第 7 节 引 理 1。 应 用 定理 8 于 修改 后 的 抛物 组 ， 我 们 得 
到 下 面 的 定理 . 

定理 9 如 果 (1.6) 为 在 柱 体 D。x [0, T] 中 有 无 穷 可 微 
系数 的 抛物 组 , DH R 中 的 有 界 区 域 且 DCD, BALD x [0， 
T] 上 (1.6) 的 基本 解 KEF t5 P T) 存在 : 它 对 于 (x, fy È, T) 是 无 
穷 可 微 的 , H. (6.2), (6.13) R. 

设 在 空间 (x, t) 的 区 域 G 内 抛物 组 


(6.14) | 和 一 = P(x, t, DJz + fCx, t) 


的 解 为 xx, 2), REO =D x [0, T] 为 的 闭 的 有 界 子 区 域 ， 
并 且 刀 的 边界 OD 充分 光滑 ， | 

设 Green 和 恒等式 (5.13) 中 的 v 为 基本 和 矩阵 T*(x,z; Es T) 的 
任 一 列 ,积分 这 个 恒等式 ,我 们 就 得 到 


(6.15) use) = — J" Te ss B50) Hest ardst (Er), 
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其 中 Ts cv) 是 在 上 一 0 和 8D x [0, r] 上 所 取 的 边界 积分 的 各 ， 
如 果 中 的 系数 无 穷 可 微 , 则 据 定理 5, 9 ,我 们 可 以 假定 
GT (x,t; E, T) =T, T; x, 2), 
并 可 假定 了 为 满足 (6.2),(6.13) 的 无 穷 可 微 遂 数 . 
FERS IET HEED, <r STELT. ETF 
(6.15) 右边 第 一 个 积分 ,我们 把 它 写 成 如 下 形式 


| | P(E, T; x, tf(x, t)dx dt 
D 


+ WEG T; x, t)f(x, t)dx dt 


= AG, T) + IE, r). 
ICE, T) 显然 是 无 穷 可 微 的 ， 至 于 ho 首先 注意 到 ,如 果 在 6D 的 
小 邻 域内 我 们 对 于 * 修改 f(x,z) 的 定义 ， 则 对 于 从 OD 到 HA 
THI E, JCE, z) 的 可 微 性 不 受 影 响 ， 于 是 ,如果 fC t) 在 原 区 域 
G 中 是 无 穷 可 微 函 数 ， 我 们 就 可 以 对 Ek f， 使 得 它 仍旧 是 无 
穷 可 微 的 , 且 当 x 《了 时 它 恒 为 零 。 在 J,(#,7) PERK r 一 二 十 
z, 就 得 到 


E r) = | | PGs rs EH zs DIE + es de de. 


利用 和 一 0 的 (6.2) 就 得 出 ,( 对 任何 121 > 0) DIJE, T) 存在 , 且 
Al E R PBX 

于 是 我 们 证 明了 对 任何 121 > 0, Dl, t) 存在 且 为 连续 函 
数 . 从 微分 方程 组 (6.147 我 们 推出 D.Diu, D’Die 等 等 都 存在 ， 
并 且 都 是 连续 函数 .于 是 我 们 证 明了 下 面 的 定理 ， 

定理 10 如 果 (6.14) 为 抛物 组 , 它 的 系数 在 区 域 c 内 无 穷 
可 微 , 则 在 G 内 (6.14) 的 每 个 解 都 是 G 内 的 无 穷 可 微 函 数 . 

从 定理 10 的 证 明 我 们 推出 : 

推论 如 果 (6.14) 为 区 域 G 内 的 抛物 组 ， 如 果 己 及 其 伴随 
算 子 P* 的 系数 在 G 内 有 对 xx 的” 阶 连 续 导数 (rr 宇 1), 且 了 在 G 
内 对 * 有 7 阶 连续 导数 ， 则 (6.14) ÆG 内 的 任何 一 个 解 对 * 有 
7 十 2p 一 1 阶 连 续 导 数 ， 
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事实 上 ,在 处 理 /时 ,首先 关于 8 对 它 微分 |m| 次 (0 过 1ml < 
2p 一 1), 然 后 作 代 换 x = E + e BEL 

如 果 f 和 P,P* 的 系数 关于 (x,z) 可 微 到 某 个 阶 ,那么 利用 方 

程 《6.14) 和 上 面 的 推论 ， 可 以 推出 ulr, t) (关于 (z, 1)) 具有 相 
应 阶 的 可 微 性 . 

在 第 三 章 里 ， 我 们 证 明了 关于 二 阶 抛物 型 方程 的 解 的 可 微 性 
定理 ,参见 第 5 节 定 理 11。 该 定理 的 证 明基 于 第 三 章 第 2 节 定 理 
5 的 内 先 验 估计 ， 现 在 倘若 用 第 2 节 中 所 构造 的 常 系数 抛物 组 的 
基本 解 , 代 替 热 传导 方程 的 基本 解 ,我们 就 可 以 把 定理 5 及 其 证 明 
推广 到 任意 阶 的 抛物 组 ,其 中 距离 函数 ACP, O) 由 
(6.16) d(P, Q) = [|x— |? + |e Pl] 

(P= (2,4), Q = (x°, £)) 
定义 ， 利 用 已 推广 到 抛物 组 的 定理 5, 于 是 第 三 章 第 5 节 定理 11 
的 证 明 , 经 过 显而易见 的 修改 后 ,可 以 推广 到 这 种 方程 组 , 而 且 我 
们 得 到 下 面 的 结果 i 

定理 11 设 (1.6) 为 区 域 G 内 的 抛物 组 ,并 且 假 定 函 数 

(6.17) Dr Ds:flx, t), D7DŽ AÏ (x,t), 

(CO < 2pm + |A| Sr, 0 << m<s) 
对 于 某 个 7 > 1, s SORT RE (6.16), E GWE Hilder 连续 的 
GERK a). WR u X (1.6) 在 G ARESE, Džu(0 < |4] < 2p) % 
Hilder 连续 函数 (指数 为 a), MRX 
(6.18) Dr Diu (0 < 2pm + 11 <S r+ 2p, 0S m<s +1) 
存在 ,并 且 是 Holder 连续 的 (指数 为 c)。 

通过 修改 第 三 章 第 5 节 定 理 13 的 证 明 ， 也 可 以 把 定理 11 推 
广 到 非 线性 抛物 组 。 

7. HABA 

45RD 
(7.1) 5 >) 4 i (@)DE uj=filx) G=1,°--,N), 


J=1 [Alam 
并 构成 矩阵 
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(7.2) P(x, E) 一 ( 3) Ak DE). 


[Al =m 
如 果 对 任何 实 矢 量 5 闫 0, 有 det PCr, E) AN, 我们 就 说 组 (7.1) 是 
焰 册 型 的 或 者 说 7.1) EREA. m 是 方程 组 的 阶 ， 如 果 方程 组 
NABER, We WORK. 事实 上 ， 如 果 普 是 奇数 ， 则 根据 
det P (x, — §) = — det P(x, E) 得 出 ,存在 实 和 失 量 去 0, 使 得 
det P(x, °) = 0. 
为 简单 起 见 ,现在 考虑 在 区 域 了 内 的 单个 椭圆 型 方程 


《7.3 ) Lu = >», A(x) D} u = f(x). 
Ikiam 


假定 系数 4C) 属于 C《I(D), 因 而 工 的 伴随 算 子 L* 存在 ， 于 是 
我 们 有 Green 恒等式 (IL (5.13)) 
(7.4) y LuuL*v— X- Blu, v], 
i=l Ox; 

式 . 

设 R 为 有 办 区域 且 玉 CD, 边 界 9R 是 充分 光滑 的 . 在 R 上 积 
分 (7.4) ,我 们 得 到 
(7.5 ) Roz — uL*v)dr = | Blu, vldss, 
其 中 ds, 是 DR 工 的 曲面 元 素 ， 而 Ble, v] = dv; B;{u, vl, v; 是 
ƏR 在 x(x€ OR) 处 外 法 线 的 第 i 个 方向 余弦 . 

D 中 的 基本 解 是 对 e €D, ze D, x 闫 x 定义 的 有 下 列 性 质 的 
AR K(x, z): 对 C”(D) 中 每 一 个 函数 v(x) 和 对 于 每 一 个 具有 
DIC DH OR 的 区 域 R ,使 得 xz€ R， RCD, 有 


(7.6) v(z) = | KG 2) L*v(x)dx 
+ | BIK(e, 2), 0@)ldse 


RINA KG, z) 在 + 一 “处 有 一 个 极点 . 
鉴于 (7.5), 条 件 (7.6) 和 下 面条 件 等 价 : 
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(7.7) vlz) = lim is v(w) LK Cx, 2)dx 


+ | B[K(x,2); owas, . 


其 中 Re 是 球 心 在 #, 半 径 为 6 RAT RURE, dst 是 该 球 边界 
上 的 曲面 元 素 ， 由 此 得 出 ,对 所 有 的 xe D, x # 2 A LKC, 2)= 
0. RACERS 玉 (x，z) 在 极点 x 一 附近 的 某 种 性 态 . 

在 第 五 章 第 6 节 里 对 二 阶 椭圆 型 方程 所 定义 的 基本 解 也 是 现 
在 定义 意义 下 的 基本 解 . | 

在 构造 椭圆 型 方程 基本 解 时 发 生 两 点 困难 ， 它 们 在 抛物 情况 
下 并 未 遇 到 . 第 一 个 困难 发 生 在 构造 常 系数 方程 基本 解 时 ,我 们 
不 能 应 用 先 构造 玉 的 Fourier 变换 式 , 然 后 取 Fourier 逆 变 换 的 方 
法 ,因为 一 般 说 来 ,基本 解 在 co 处 是 不 可 积 的 . 

第 二 个 困难 发 生 在 完成 拟 基 本 解 方法 后 得 到 一 个 Fredholm 型 
积分 方程 (比较 第 五 章 第 6 节 ) 不 一 定 有 解 。 不 过 ,可 以 证 明 , 如 果 
区 域 D 的 直径 充分 小 , 则 积分 方程 有 解 . 积分 方程 有 解 的 另 一 种 
情形 是 OD 和 工 的 系数 都 充分 光滑 , 且 下 列 性 质 成 立 : 

Lu 一 0 在 DD 内 的 每 一 个 具有 如 下 性 质 的 解 * 恒 为 零 : “ 及 
其 前 m 一 1 阶 导数 在 OD LAF. 即 下 列 Cauchy 问题 只 有 零 


解 : 
(7.8) Lu=0 CE DHA), 


at = 0, 0<i<m—1 (在 6D L)» 
P 


其 中 2 为 OD 的 法 线 . 

于 是 ， 在 上 述 两 种 情况 下 在 DD 内 都 存在 基本 解 

我 们 叙述 有 关 构 造 常 系数 方程 基本 解 的 某 些 结果 . 当 工 的 系 
数 为 常数 时 ， 因 为 K(x, z) NX (e 一 2) 的 函数 ， 所 以 我 们 写成 
K(x, 2) 一 K(x 一 z). 令 + 一 |x|, 我 们 有 : 
| [4 (5 r) (w 为 奇数 ) ， 
(7.9) K(x) 一 oy x 

B (F> r) in C( Soren log r(n ABRO s 
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其 中 ACE, +), BCE, r)a CC, DREIE 一 1,+ 一 0 的 邻 域内 (#， 
r) 的 解析 函数 ,而 c(=, r) emo 是 在 * 一 0 处 解析 的 函数 
Cw), 


如 果 ( 常 系数 ) 椭 圆 算 子 是 齐 次 的 ( 即 ， 如 时 它 和 其 主 部 相 同 )， 
ni 


4 (三 ) rr GARR, R m< n), 
(7.10) K(x) = x 
B GY + CCx)logr 


《2 为 偶数 , 且 m > =)» 

其 中 ACE), BCE) 是 [E| 一 1 邻 域 中 的 解析 函数 , 而 C(x) 是 
(m 一 n) 次 多 项 式 . 

最 后 , 我 们 指出 , 覃 圆 型 方程 的 解 的 可 微 性 问题 ,可 以 仿照 抛 
物 型 方程 的 情形 来 处 理 , 或 者 利用 基本 解 ， 或 者 利用 Schauder 型 
内 估计 . 后 一 种 方 半 可 以 证 明 , 如 果 对 某 个 整数 P 和 0<a<1, 方 
EN ARM f BT Ce, W Lu = RRT Cer, 这 些 结果 
对 于 椭圆 型 方程 组 也 正确 . 
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1. 试 证 明 : 在 (1.3) 和 (1.7) 中 如 果 我 们 分 别 取 0 < 26k, + fkl < 
26n, 和 0 < [k| < 22, 则 两 个 行列 式 的 很 相同 G. 5) 从 《1.1) 就 得 到 
(1.6)). 

[提示 : 当 且 仅 当 方程 组 (1.1) ((1.6)) 的 非 平凡 解 

w; = C; exp] àz + 7#§ > x] (254 = C,,exp[ At + i€ « x]) 
存在 时 , 4 是 第 一 个 (第 二 个 ) 行列 式 的 根 。 证明 如 果 wx 是 (1.6) 的 这 样 一 
个 解 , 则 zj = Cz, expl At + ig ex] 是 (1.1) 的 解 ,] 

2、 设 从 (1.7) 中 的 矩阵 当 和 4 一 0 HAOS |i] <22 代替 |t| = 2p 时 所 得 
到 的 矩阵 是 PF(#)。 试 证 明 : 当 且 仅 当 对 某 两 个 正 的 常数 5， C 和 任意 的 实 
矢量 所。 有 

max Re{2;(E)}< 一 人 IE 和 十 C 
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时 。(1.6) 是 抛物 的 ,其 中 ACE) 为 PCE) 的 根 . 
[提示 : 设 Po(8) 是 当 A = 0 时 (1.7) 中 的 矩阵 。 取 名 = /18|, 并 写成 
det(P(E) — A1) = |5 |N? det( Po(8o) + elg) — A*I), 
其 中 当 |E] IY, A* = A/ |8|, e(5)—0.] 
3. 诈 明 第 2 H5 2, 
| 提示 : ol) = J" xc)w(c)ao WHE e 一 Xo < xy. | 
4. 证 明 (2.20) 


[提示 : 两 边 满足 (2.2), (2.3).] 
5。 试 证 明 对 于 每 个 r>1, 4 = p/p 一 1), e>0, 8>0 有 


WS tp 


并 且 当 且 仅 当 8 = wz: 时 等 号 成 立 . 

[提示 : 右边 表示 两 个 面积 的 和 : 一 个 由 y = t, x =o, y 一 0 所 限 
定 ,而 另 一 个 由 ， = zx 一 0》 一 6 所 限定 .1 

6. 考虑 常 系数 2p 阶 抛物 组 


Sx = P(D, )u, | 
它 是 齐 次 的 (《 即 P 与 其 主 部 相同 )。 证 明 第 2 节 中 所 构造 的 基本 解 Zr, t; 
E, T) = Z(x — 5; 4,7) MATA — oO <T <tc, xE R", EER WEC2.5) 
(Cms cm 3% Esty TEX). | 

”7. TEAR FRY (Liouville 型 ) 定理 : 如 果 “是 问题 6 中 抛物 组 在 一 co 
<t<0 HRR AFH 620, r>0, 如果 | 

PEF t)| <const.(1 + | ) (1 十 læ] y (—oo<t<0, 1ER), . 
WA ulest) 为 关于 tistro Hs 的 次 数 和 Fr]， 和 关于 t 的 次 数 < min{ [8]， 
[7/2z]} 的 一 个 多 项 式 。 
[提示 : 把 * 表示 为 类 做 于 了 三 0 的 (4.3.7), 而 G 为 问题 6 的 基本 解 。 

(SREB (4.3.7) 估计 DiJ 那样 ) 证 明 


[Di Diu(p)| 和 KZ Lu.b. |u|, 
N 


By d—+ 00, | 
8. 证 明 K(x) =r? "(4p logr + Be) 是 调和 方程 人 ?4 =0 的 基 
本 解 
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(Step a = 5) eye) 
这 里 ?+ 二 |x1，Apr，Bow 为 常数 ,上 且 当 2p < eM an ABR do = 05 而 当 
2p > n H 4 为 偶数 时 Bo 二 0， 
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第 十 i 
任意 阶 椭圆 型 和 抛物 型 方程 的 边 值 问题 


引言 。 在 这 一 章 里 我 们 考虑 任意 2m By “A” Be 
Dirichlet 问题 , 见 求 强 椭圆 方程 


(0.1) Lu =f (Æ DER” A) 
的 解 , 使 满足 边界 条 件 
(0.2) St = 9, G=0, 1,…,m 一 1) (在 8D E), 


其 中 > 是 边界 8D WER. 我 们 认为 D 是 有 界 的 . 主要 结果 是 : 
或 者 齐 次 问题 G = 0, p = 0) 有 唯一 解 ( 解 为 = 0) ,于 是 问题 
(0.1), (0.2) 对 任何 f p; 也 有 唯一 解 ; 或 者 齐 次 问题 有 非 零 解 ,于 
是 问题 (0.1),《0.2) 仅 对 满足 若干 正 交 "关系 的 了 和 p ARR. 
另外 我 们 把 强 椭 圆 型 方程 的 这 一 结果 和 其 他 结果 用 于 解 抛物 
型 方程 在 柱 体 中 的 第 一 初 值 边 值 问题 , 即 求 抛物 型 方程 


(0.3) Lu— St =f (在 DX(0, TIK) 
的 解 ,使 满足 初始 条 件 

(0.4) u(x, 0) = p(x) (xe D) 

和 满足 边界 条 件 | 

(0.5) ore = Pi (j = 0, 1,-++,m—1) 


Ov! 
| (x€ OD, 0<1<T), 
Ht f, p; 和 (在 (0.3), (0.5) 中 ) 工 的 系数 都 是 〈*， 纪 的 函数 ， 
解 《0.1)。(0.2) 的 方法 与 前 几 章 中 解 边 值 问题 所 用 的 方法 完 
全 不 同 . 可 以 把 它 概括 如 下 : (a) 形成 “广义 ”Dirichlet 问题 , 然 
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后 通过 Hilbert 空间 中 泛 函 的 表示 定理 求解 ， 把 问题 化 为 表示 定 
理 , 是 通过 某 种 不 等 式 来 实现 .(b) 证 明 “ 广 义 ” 解 在 DD 内 是 充分 光 
PCR E f 和 工 的 系数 ,以 及 数据 充分 光滑 ), 以 便 在 通常 意义 下 
EPEC). Cc) 证 明 “ 广 义 ” 解 在 边界 附近 是 充分 光滑 的 ,以 便 
在 通常 意义 下 它 也 满足 (0.2). 

在 详细 氢 述 上 述 各 项 时 ,最 有 用 的 是 弱 导 数 , 强 导 数 和 平 请 算 
F (mollifies) HHS. 在 第 工 节 里 引进 这 些 概 念 . 在 第 2 市 给 
出 某 些 一 般 的 微分 不 等 式 . 在 第 3, 4, 5 节 里 分 别 给 出 Ga), (O), 
(c) 的 证 明 . 在 第 6 节 里 将 在 Hilbert 空间 中 建立 形 如 

dx/dt + A(a)x = f(@) 

的 方程 的 存在 定理 ， 在 第 7 节 里 我 们 把 这 一 定理 和 椭 贺 型 方程 的 
结果 用 于 解 问题 (0.3) 一 (0.5)， 在 第 8 节 我 们 叙述 高 阶 抛 物 型 方 
ERRA THEA. 
1 能 导数 和 强 导 数 . 平滑 算 子 | 

在 整个 这 一 章 里 刀 总 是 表示 R” 中 的 有 界 区 域 , 8D 是 它 的 边 
F. LOD) (或 简单 地 L) 是 范 数 为 


julp = fÈ lua) la) 
而 纯 量 积 为 
(us 0)? = | ue) vO a 


的 刀 内 所 有 复 值 可 测 函数 a) 所 组 成 的 Hilbert 空间 ， 我 们 以 
CD) (0 < m< 0) 记 在 DD 内 有 mw 阶 连 续 导 数 的 所 有 沙 数 的 集 
A, cD) 记 所 有 其 前 避 阶 导数 在 DD 内 一 致 连续 的 函数 的 集 谷 
(因此 可 以 被 看 作 在 OD 上 也 由 连续 性 来 定义 ), 而 以 C?(D) 记 在 
D 内 有 紧 支 集 的 那些 C"(D) 的 函数 . 我 们 定义 
C”(D) = C”(D). 

如 果 ue Ci(D), 则 对 于 任何 pe C2(D), lel < jm v(x) = 

Dxa(x) 有 


(1.1) | u(x) D* p(x) ax = (— 1)!" | v(x) p(x)dx, 
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其 中 D* = D8 ++ Die, Di 一 8/0za 一 (aan),|al = at 
… 十 wm。 公式 (1.1) 引起 下 面 的 定义 . | 
定义 设 对 于 DD 的 任何 紧 子 区 域 A, usv RT L(A4)。 如 
果 对 任何 pe C?CD), (1.1) 成 立 ,我 们 就 说 + 是 «的 a 阶 弱 导数 ， 
并 写成 De u = v(w.d.). 
a D*u=v (w.d.), H D'u = w (w. d.),， 则 对 任何 


pe CD) 有 | (Cv 一 w)pdx 一 0, Kie v= w ( 即 几乎 处 处 


v(x) = w(x))。 我 们 断定 任何 4 阶 弱 导数 被 唯一 定义 .特别 地 ， 
D0 = 0(w.d.). 


设 Ci(D) (0<j < co) 为 一 切 有 有 限 范 数 


1/2 
1.2 u|? = D*u(x) \? dx 
(1.2) a? ~—{ 3 |, IDG) Pax} 
的 函数 x(x) 所 成 的 COD) OTE. CIO) 是 纯 量 积 为 
(1.3) (u,v)? = > | Du(x)D°” v(x) dx 
lagi 7P 


的 纯 量 积 空间 (或 预 Hilbert 空间 (Pre-Hilbert space)). 

当 不 致 混乱 时 ,我 们 将 省 略 上 标 “D”. 

我 们 以 Hi(D), 或 简单 地 以 Hi 记 Ci(D) 的 (关于 范 数 (1.2) 的 ) 
完备 化 空间 .{uwmj} 为 CICD) 中 的 Cauchy 序列 , 当 且 仅 当 对 任何 
(0 <S jel <7), 5 m, k — o k, 

(1.4) | ID hml) 一 D" u,(#) |? dx > 0. 


因为 Lx(D) 是 完备 空间 ,所 以 存在 函数 w*€ L*(D), 使 得 当 m — 00 
时 
(1.5) | Deuna) — u(x) | dr > 0. 


因为 当 且 仅 当 CICD) 中 的 两 个 Cauchy 序列 是 等 价 的 Cauchy 序 
列 时 ,它们 才 对 于 0 入 lel <j 确定 LD) 的 同一 元 素 w*, 所 以 我 
们 可 以 认为 Hi 的 元 素 就 是 以 上 述 方法 所 得 到 的 矢量 

lw; 0S lal <7}, 
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SRi | and {a5 0< je] <7} BFA 
ue = D* uw.d.). 
iE sH 设 {un} 是 Ci(D) 中 的 Cauchy 序列 ,使 得 对 于 0 < 
lel <j, (1.5) 成 立 。 利用 Schwarz 不 等 式 容易 证 明 ， 对 任何 
pE C?(D) 有 


(1.6) | Dine) eye > | u"(x) q(x) dx, 


(1.7) | Um(X ) D*o(«) dx 一 > | u°( x) D+ p(x) dx. 
由 分 部 积分 法 ,有 
| Um(x)D*ple)dx = (—1)!¢! | Drun(x) p(x) dx. 


在 上 面 的 等 式 中 让 m -> co ， 并 利用 (1.6). (1.7), 我们 就 得 到 
u = u’, v = u 的 关系 式 (1.1)， 因 此 Dw 一 u*(w.d.). 

推论 1 矢量 {wx; 0< lel 万 让 由 其 分 量 w* 唯 一 确定 . 

事实 上 ,我们 必须 证 明 若 = 0, 则 a 一 0。 可 是 ,从 引 理 1 
和 关系 式 D0 = 0(w.d.) 就 可 推出 这 一 结论 . 

从 这 个 推论 得 出 ,可 以 认为 Hi(D) 的 元 素 就 是 LCD) 的 某 个 
线性 子 空间 的 元 素 , 即 

推论 2 LD) BLEEF HOD), YERE ICD) 
中 存在 Cauchy 序列 {un}, 使 得 ww > uc L*(D). 

今后 我 们 将 假定 HID) 就 是 LOD) 的 线性 子 空间 . 

定义 。 ”如果 对 于 DD 的 任何 紧 子 区 域 4, ue HİC), 我 们 
就 说 x 在 内 有 直到 j 阶 的 强 导 数 ， 或 者 说 x 在 D 内 有 i 阶 强 导 
数 . | a 

于 是 ,对 刀 的 每 一 紧 子 区 域 4 ,都 存在 CA) 中 的 序列 {umt 
使 得 jx — ulf 一 0, 且 使 得 对 某 个 w€ LA) (0< jel SDA 
[Dun 一 wld 一 0。 从 推论 1 可 知 ，w* 与 4 无 关 ， 我 们 称 w* 为 
xz ZED AY a Bra SO, 并 记 作 D'u 一 we(s.d.)， 据 引 理 1, we 也 
是 4 的 a 阶 弱 导数 . 于是, 强 导数 也 是 弱 导数 . 

如 果 ue Ci(D), 则 (通常 的 ) 导数 Dul < Ja] <j) he 
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在 DD 内 的 «< 阶 强 导数 . 
| 定义 ”在 范 数 (1.2) 之 下 , 空间 C2(D) 的 完备 化 空间 记 作 
Hi(DD), 或 简单 地 记 作 A, 

我 们 认为 Hi 就 是 Hi 的 线性 子 空 间 . 注意 , P = A= L, 

对 于 j 一 0, 我 们 常用 记号 
|u | = |u los (a, v=(a, Ye 
现在 关于 Hilbert 空间 中 的 收敛 性 我 们 作 几 点 附注 . 在 有 纯 

ERC JAY Hilbert 空间 中 , 我 们 说 序列 {umn} BCR (于 u), WOR 
对 任何 f E HARA Con, 力 } 收敛 (于 Cus —)). BRP IIA A 
的 .从 五 的 任何 有 界 序列 (un) HTL EY oP Sa TE. 
如 果 (un) 弱 收 敛 于 u, 则 存在 一 个 子 序列 {un} CURARE 
列 按 互 的 范 数 收敛 于 x( 见 问 题 1). 

引 理 2 设 we LD), 并 假定 存在 CD) 的 序列 {an} 使 
得 

(a) {wm} 弱 收 敛 于 L*(D) HHI u, H 

b) lanl? < 常数 (与 mr 无 关 ). 
则 we HIC), BYE O< lel <7, BEM Du E (D um} \ 在 
L?CD) 中 ) 的 弱 极 限 . 

证 明 由 于 Cb), 我 们 可 以 选取 在 Hi(D) rh SSB OL OF RE 
列 emye 选取 tow 的 子 序列 {one}, RRA on 在 
HID) 中 收敛 。 据 (a)、 因 为 这 些 算术 平均 序列 om BEAT 
HELD), 所 以 lvwr' 一 w1?8 一 0。 从 引 理 1 的 推论 2 得 出 
u€ Hi(D). 

其 次 ， EN pE Ce(D), 我 们 有 


| Dun* pdx = (~1)* | UmD"qdx 
D D 
—> (—1)!" | uD°pdx 一 | u“pdx , 

p . D 


其 中 w = Deu(s.d.). 因为 CF(D) E LO) PRB, CHA (b)) 
我 们 容易 得 到 ,对 于 任何 fe LOD), 
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| Dunfar => | u"fdx s 
D D 


BD Deu, 在 LCD) PHRF wr。 
现在 , 我 们 引进 光滑 算 子 ,或 者 平滑 算 子 , 它 在 研究 强 导 数 中 
是 十 分 有 用 的 工具 . 
”定义 设 p(x) 为 R” 中 的 C” 函数 , 它 满足 下 列 性 质 ( 关 于 
P 的 构造 见 第 一 章 问 题 1.): 
(1) p(x)=0 (lx| 21), 
(2) p(x) 20 (z| <1), 


(3) |. p(x)dx = 1, 

对 于 任何 «> 0, AF 
| | 1 x—y 

as) G= e) Oy 
称 为 x 的 平滑 算 子 ， 函数 :定义 在 D L, 而 平滑 算 子 仅 在 DD 的 紧 
FR ALR, He 小 于 e, Hh e XM A ADRAR ODN 
距离 。 因为 当 x€ A, ly—x| <eW,yeD, 于 是 (1.8) 中 的 积 
分 完全 有 定义 . ME 
(1.9) QD @) = 4 -| o(2=*) uray. 


如 果 a u € L?(D), W] Jau RF C°(4). BOR « x 属于 C"), H 
la| < Mm» 则 容易 验证 


4 


(1.10) © DJ.) = J.CD%). 
引 理 3 wm uc L7(D), N 

(1.11) lJeulo S lul?» 

(1.12) lim| Jen — «lf = , 


证 明 《1.11) 的 证 明 是 简单 的 : 
Cola)! = | 5 je (ES) uray) ax 


<lh a] 


B . i me 
fone She - Sa p map He-Ne FRR og PP Tt ANN TA: HH 
a a ek a RI I TH na UPS ER tbe EMAAR + Di a as Bh: ri: FH 


«| |e (AS eas} ae 
=| loot [i e (5) 
< È lu Pay = (lupy. 
为 了 证 明 (1.12), 首 先 考虑 + 在 DD 内 连续 的 情形 .写成 
(ret) CD — we) 一 点 | o (E) Lu) — ule) Mey 


dy 


4 5(e) = Lub. Jax) — aly) |, Hep x 在 4 中 变化 ， y 在 DD 中 变 
£E |y 一 x| <e, 我们 有 


(INE) — ue) | <a) E |, p(==*) dy = Ce). 
因此 , 当 &->0 时 
| | J 一 ul dx 一 0. 


为 了 在 仅 假定 * 属于 L*(D) 的 情形 证 明 (1.12), 设 v 是 DD 内 

的 连续 函数 , 使 得 | 一 "| 二 5, 其 中 8 为 任意 给 定 的 正 数 . 写成 
Jau — u = J(u — v) + (Ja — v) + (v— u) 
并 注意 到 , 据 (1.11) 有 |J u 一 v)lo <8, 我 们 得 到 
[Jee — ulf S28 + [Jev— ole. 7 

因为 对 于 连续 函数 已 证 明 (1.12)，、 所 以 当 & 充分 小 时 ， 我 们 得 到 
| yee — ulf < 36, 由 此 (1.127 证 毕 . 

引 理 4 如 果 * 是 了 次 强 可 微 的 ， 并 且 它 的 7 了 阶 导 数 是 有 
次 强 可 微 的 , 则 * 有 7 十 下 阶 强 导数 . | 

证 明 ” 取 D 的 子 区 域 4,， B, HACBCBCD, 并 设 6 为 
从 4 到 B 的 边界 的 距离 .因为 BT LB), FEWE < E, Wl 
Ju 在 4 上 有 定义 , 且 据 引 理 3 当 & 一 0 时 , |Jen 一 xl 一 0。 鉴 
于 引 理 2, RP BER 
(1.13) |Jeu| fr < 常数 (与 & ERX). 
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如 果 |171 >j, 则 Y= 二 a 十 8, 其 中 |81 =j. HE rE 4, 


(1.14) (DJ,4)(x) = = | Dito ( * = > Juar 


= = | Dip (=> \DPuly ay 
在 上 面 等 式 中 , 我 们 利用 了 强 导数 D'u 的 定义 , 以 及 对 任何 固定 
的 re 4，Dsp (二 一 属于 CO 这 个 事实 .同样 地 我 们 得 到 


(1.14) 的 右边 等 于 
十 | o (Z5) rudy = LDD), 
于 是 ,我 们 证 明了 
(1.15) Dr(Jsu) = Je(D°(D*u)). 
从 (14.15) 和 (C1.11) 我 们 得 到 
\D7(Jeu)\¢ < |D (Du) lo < co。 
如 果 jiri <7, 则 由 上 面 有 关 推 理 部 分 我 们 得 到 
Dt(Ju) = Je(D™), 
利用 (1.11) 我 们 得 到 
1Dr(Jsz)11 S |D'uli < ®©. 
由 此 (1.13) WER. | oe a 
附注 1 由 引 理 2, 因为 [DYJ。}) 在 LA) 中 弱 收 敛 于 强 导 
数 D'u, 又 据 (1.12), 因为 Je(D°(D’u)) 按 L(A) 的 范 数 趋 于 
Dr*(Dsux)， 所 以 从 《1.15) 得 出 | 
(1.16) Dteu = D*(D®u) (s.d.). 


附注 2 ”证 明 (1.14) 中 第 二 个 等 式 成 立 所 用 的 论据 表明 ,如 
果 仅 假定 有 sw 阶 弱 导 数 , W (1.10) BRL. | 
对 于 任何 pE CCD), ue CCD) 成 江 的 关系 式 


(1.17) | Dugdx = 一 | uD qdx, 
D D 
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当 仅 假定 « 在 D 内 有 一 阶 强 导 数 时 , 也 成 立 。 通过 完备 化 , 即 取 
C1(4) 中 按 HCA) 的 范 数 收敛 于 x 的 函数 序列 {ww}、 对 每 一 Um 
写 下 关系 式 (1.17)， 然 后 让 一 co 就 可 推出 这 一 结论 . 这 里 4 
为 包含 9 的 支 集 的 任意 区 域 , 并 且 ACD, 

于 是 我 们 对 仅 有 强 导 数 的 函数 x 建立 了 分 部 积分 的 标准 规则 
(1.17), 也 可 用 上 面 的 理由 把 其 他 的 微 积分 标准 规则 推广 到 有 强 
导数 的 函数 上 . 

单位 分 解 Docs Dw EDWHTE:, 使 得 


D = U D; 
(我 们 说 DRDO BR). METEM p: 使 得 : 
C1) gpi€ CCR”) 和 (qi 的 文集 ) 几 DCD;, 
(2) 9 之 0， 
(3) EDH 之 p = 1. 
我 们 说 w 构成 从 属于 开 覆 盖 (D,} 的 单位 分 解 ， 关 于 证 明 ,例如 见 
[44; 45—47]. 
引 理 5 Do- Dw 是 D 的 子 区 域 ， 


D = U D; 
如 果 对 于 每 个 i, 函数 x 属于 Hi(D;), We BY AD). 
证 明 k dp) 是 从 属于 履 盖 {D;} 的 单位 分 解 。 因为 
u € Hi(Di), 所 以 存在 HiCD;) 的 序列 {uim} tE m, k — 00 时 


(1.18) | tt ism — in |Pi—> 0, | ism > u|Pi > 0, 
念 Um = >, Pitism> 我 们 有 
f#=1 
N . 
Dum — D*u, = Ds D*l Pitis ~~ Hird]. 


利用 Leibniz 规则 展开 右边 ， 然后 应 用 a 18) 我 们 得 到 ， 当 
M, k 一 œ 时 有 
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N 
[Dw 一 D*ug\P < const. >) >) Dum 一 D'u; pi > 0, 
i=1 181<lal 


其 中 0 委 lal <7, AA 4 m — co 时 有 
| lum — ul? = > Pi ism — u) 


N 
S Slim — u|pi—> 0, 
i 二 1 


由 还 推出 ue Hi(D). 

引 理 5 表明 , 强 导 数 的 概念 是 一 个 局 部 的 概念 (虽然 它 并 不 是 
一 个 点 状 的 概念 ). TE: 

推论 。 如 果 对 于 每 点 re D, 存 在 一 个 邻 域 ， 使 4 u 在 其 中 有 
j 阶 强 导 数 , 则 * 在 DD 内 有 i 阶 强 导数 . 

S126 设 D 是 一 个 有 和 界 区 域 ， 其 边界 由 两 个 不 相交 的 集 
AAT HAR, HHT, EREM r, =c 上 的 开 区 域 . 如 果 # 
在 D 内 有 i 阶 连续 的 强 导数 ， 并 且 它 的 所 有 不 超过 i 阶 的 强 导 数 
WET LOD), WATTEN DATER AACD +T); “ET 
H'(A), | oo 
证 明 设 B 为 马 的 一 个 子 区 域 ,其 闭 包 在 D +T: F, 使 得 
4C8B, 又 设 妃 的 边界 由 两 个 不 相交 的 集合 OB, 和 OB, AM, 其 中 
ðB, È r, = c 上 的 一 个 开 集 。 BUH, 我 们 可 以 假定 4 的 边界 分 
解 为 两 个 不 相交 的 集合 GA, 各 04;, OA, 是 Xn S e 上 的 一 个 开 
集 . RIBER B ,使 得 54:C8B;: 且 684,n OB, = OS. BAR 
们 可 以 假定 万 在 半空 间 *。 > < 中 
现在 我 们 定义 平滑 算 子 ,与 (1.8)、(1. 9) 比较 是 略微 不 同 的 ， 


BU 
(19) Gwe) =| o (E) 


其 中 当 r = (xi - ts Tai Xn) 时 Xe 一 (xis "" ra_iyxn +28). E. 
0 < 3E < E 5&0 为 从 OA, OB, 的 距离 . 
对 引 理 3 的 证 明 作 一 些 明 显 的 修改 , 我 们 就 发 现 ， 如 果 
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"| eit rt" „ær. 
nn HH 生生 Ae a LS a i Ta A 


| 


ue L'(B), Wi 


(1.20) [Jeulét S eld, 
4 e—>0 hf | 
(1.21) [Jeu — ulf—>0. 


因为 对 于 任何 固定 的 x€ 4, pl(xs 一 y)/e) 属于 4a(B), 所 
以 对 于 任何 0 委 jel <j, 我 们 得 到 | 


(1.22) (De) = 4 | Dio (#—=* uy dy 


一 工人 (s D’ d 
Porat ) uCy)dy 


= (J, (D°u)(x). 

因为 强 导数 D'u 属于 Lx(D), 所 以 运用 性 质 (1.21), 从 (1.22) 我 们 
断定 , 当 s 一 0 时 ， 
|D°C( Jiu) 一 D*ul{g>0, 
Aik, ue HICA). o | 

我 们 回顾 所 谓 D 属于 Ci 是 指 可 以 用 有 限 个 开 集 MA 覆盖 
OD ,使 得 每 一 个 集合 Ntn 8D 都 可 表 为 (3.8.6) 的 形式 ,并 且 AE Ci 
( 见 第 三 章 第 8 节 ). | 

定理 1 Rae CG1) 类 的 . WREDA iB 
强 导 数 , 并 且 它 的 所 有 强 导 数 D"u(0 < |e] <i) BLD), W 
“u 属于 Hi(D). | 

ES WE ES Bld Ree Hi(D), 则 x 的 所 有 前 i 阶 强 导 
数 存在 , 且 属 于 LD). 

. 证 明 ”鉴于 引 理 5, 只 要 证 明 每 一 点 ze OD 有 邻 域 No, 使 
Bu RF HIN, AD) RB. H eo RSET RN, PRAT AT Be - 
NND 可 表 为 如 下 形式 : 

Ea = 有 (zi t3 Xam) > 


其 中 he Ci, 3+ A NAD 落 在 Xn > Alx., “ys Xn) 那 一 例 . YERE 


(1.23) Yi 一 Xi G = 1,3 n— 1), 


一 xn 一 有 Kx Xe) 或 ta = Ya + Aysa" "t3 Yo). 

如 果 Vy) = (a) ,其 中 ve C’, 见 
(1. 24) OF _ av Org ðv _ OV OY a 

Oy; ke 1 Ox, Oy; Ox; ko 1 Oy, Ox; 

由 此 得 出 , 18vCx)/6x| 的 工 ? 范 数 上 有 界 , 且 以 SOV Cy) /dy;| 
的 世 范 数 的 正 的 常数 倍 为 下 界 。 因 此 , 当 且 仅 当 {6V，/6y;} G= 
latets n) X L RI Cauchy 序列 时 , {6vm/Bxi} (i = 1,°+-, 2) A 
L? 中 的 Cauchy Fey. He, ABM VG) 有 一 阶 强 导数 
时 (属于 玉 (CMNM*)， 其 中 M* 是 六 mn 在 ?> 空间 的 象 )，z*(x) 有 一 
阶 强 导 数 (属于 HON NAD)). 而 且 (1.24) 式 对 强 导 数 《 通 过 完备 
化 ) 也 成 立 。 

上 述 附 注 对 于 所 有 不 超过 阶 的 强 导 数 也 成 也， 因此, 如 果 
我 们 证 得 UG) = x(x) 属 于 CM**), 就 可 得 出 对 x*” 的 某 个 邻 域 
No, u(x) BT HCN, ND), 其 中 M** 与 M* 相关 , 就 如 同 在 引 理 
6 的 证 明 中 区 域 4 与 区 域 B 相关 一 样 。 从 引 理 6 得 出 UE Hi 
(M**), 

2. 微分 不 等 式 

引 理 7 对 任何 e > 0 和 任何 整数 7 > 0， 存 在 常数 C = 
Cle, j) 使 不 等 式 
(2.1) [li < elul} + Cluj 
对 任何 u € ACD) 成 立 . 

TER, C 与 忆 无 天 ， l 

证 明 首先 考虑 ue C2(D) WBE. a A up Fourier 
A H » Bil 


#8) = | u(x) dx, 


于 是 | 
(22) DeuC) = G8)°2(8). 
#2 Plancherel 定理 ,如 果 "6 LCR”), Wj 56 LER"), FB 


(23) | IBE) PAE = ny" | p 10E) Pras, 
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因此 ,利用 (2.2) 我 们 得 到 

(2.4) Ga" , [Dewey [dx = | a IE IPIC) AE. 
由 此 得 出 
luli = ey" Dy |, PIECE ree. 


laisj—i 


ul} = ny" D |e 18 PIENE. 


Ql 
因为 对 任何 e> 0 以 及 所 有 5€ Rt 和 某 个 仅 依赖 于 eo 7 的 常数 
C, 有 


(2.5) 


>) leP<e >, let, 


laj<j-l ala 


所 以 从 (2.5) 我 们 得 到 


[ul < elul} + C22)™ € aCe) Pas. 


由 (2.3), 因 为 最 后 的 积分 等 于 Qr)” luli MAEHE (2.1)。 
对 C*(D) 中 的 函数 x 已 证 明了 (2.1), 现在 通过 完备 化 我 们 
可 以 对 任意 的 ue HCD) 证 明 (2.1)， 即 在 CeO) peik 
u€ Hi(D) 的 序列 {wm} ,把 (2.1) 应 用 于 每 一 个 um RIS m —> 00 
即 可 . | 
在 下 一 引 理 中 我 们 把 不 等 式 (2.1) 推广 到 Hi(D) RR. 
引 理 8 ”假定 8D 是 C? 类 的 ,对 任何 8 和 任何 整数 / > OF 
在 常数 C 二 C(s, js D), 使 不 等 式 (2.1) 对 任何 wt HID) RX. 
证 明 ”只 需 对 Ci(D) 中 的 函数 x 证 明 (2.1) 就 够 了 ,因为 对 
于 任何 ue Hi(D) 的 证 明 可 以 通过 完备 化 得 到 . (1.1) 是 下 面 不 等 
式 的 推论 : | | 
(2.6) > | \D*ul?dx<s 5 | D%|?ax 


lal=i “ 181=; 


+ EP) | Pdr. (Ci) 


其 中 0 <e < Eo Mi £o CO, D) RRT i MD: 
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我 们 首先 对 i 一 1, 71 一 2，2 一 1 和 0 一 s 一 44D4 证 明 
(2.6), 其 中 |D] 为 区 间 DD 的 长 度 .。 把 也 分 为 长 度 大 于 (se/14)22 而 
小 于 (es/2) 的 子 区 间 ( 这 里 用 了 不 等 式 6 二 41D1?)。 对 每 一 个 
RMI RM a < r <b, Sa (b— a)/4, HK x1, x 分别 为 
AWle<er<eateMat3ectx< FBO. BBE, 
我 们 有 


(2.7) wa) — #0 一 Duen) (a, < ra < ty). 
a7 Ay 


对 任何 x € (a, b), 写成 | 
Dula) = DuCen) + |" Diu(&)as 
并 利用 (2.7) 我 们 得 到 a 
(Dula) | < Gal es t (Due) la. 
在 xs 各 各 自 的 区 间 Cas a +a), Ca + 3a, b) 中 对 ms 2 P 
分 ,我 们 得 到 | 
oP | Due) | < E |" (uE) as + o È 1 DuC) lag. 


取 平 方 并 用 Schwarz KER RIEZ 
2 2 b 3 b 2 2 
| Due) < ZE) le) la + 8a |" 1D) a8. 
ERK Cas 6) 中 对 x 积分 , 我 们 得 到 


b b 
| | Dul*dx< 2C — ay | [Dwl’? dx 


Ja ” 
27 b 2 ? 9 2， [2 Tas 
+a | ha < s |; tp dx 
29 B 3 
| + 二 | | «| dx. 
在 所 有 子 区 间 上 求 和 我 们 就 推出 


9 
(2.8) - | |Dul?ax <e | [Diu de + = | lal? dæ. 
D D € JD: 
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HERR n >l, i= 1, j= 2 来 证 明 (2.6). KEZED A 
各 楼 平行 于 坐标 轴 的 立方 体 的 情形 .” 令 6w/6x = Du, WE 
PEE tastes xs 为 参数 的 扩 的 函数 ， 对 参数 > …，xn 积分 后 
应 用 《2.8) :我们 就 得 到 


| | Ou/Ox,|? dx 


不 超过 (2.6) 的 右边 .因为 对 任何 8u/8x 有 类 似 的 界 ， 于 是 对 
i 一 1,7 一 2 我 们 得 出 《2.6)。 如 果 刀 不 是 立方 体 , 那么 我 们 可 以 
FAIRS TERT, A, BRD, HHT, 为 棱 平行 于 坐标 轴 的 立 
方 体 , 而 各 A, 可 通过 一 对 一 的 变换 y 一 y(x) 被 喘 射 到 ? 空间 中 
其 边 平行 于 坐标 轴 的 立方 体 中 , 英 射 y = y(x) 及 其 逆 上 映射 有 二 阶 
连续 导数 .对 每 一 Ti (其 中 CG, D) 仅 依赖 于 7 力 和 对 于 每 一 Au 
(其 中 C(j, 了) 依赖 于 7 和 D) (2.6) 成 立 G = 1,7 = 2). 对 4， 
RH, 就 得 出 对 于 ? 一 1,7 一 2( 和 适当 的 C(j, D)) 的 不 等 式 
(2.6). 
现在 我 们 将 对 所 有 的 i 7 来 证 明 (2.6)， 用 关于 j 的 归纳 法 . 
当 j 一 1 时 ,我 们 已 对 i 一 1 证 明了 (2.6), 而 当 i 一 0 时 ,不 证 
自明 .假定 对 所 有 的 ; 二 *，(2.6) 成 立 ， 我 们 对 7 一 《十 1 证 明 
(2.6) 也 成 立 ， 我 们 采用 记号 
|D”u]? 一 2 |D*u]?. 

如 果 = k, BAR = 1, jla COAT y k 1) 

阶 导 数 , 则 对 于 任何 充分 小 的 se, 我 们 得 到 | 


| | Deu | dx S — d an | Dit u|’ dx + Ef | Ditu |?dx 
D | 


其 中 C。 记 仅 依赖 于 & 和 DD 的 正 的 常数 . 利用 对 于 j= k, i= 
k— 1 的 归纳 法 假设 , 我 们 有 
| Perejar< | [De | 


a | Ju |? dxa 


把 它 代入 前 面 的 不 等 式 , 并 取 5 一 6/2C, 我 们 就 得 到 iA, 
，342 e | 


7 = k + 1 9 (2.6). 
如 果 i< 《， 则 据 归 纳 法 假定 有 


| lowpar<sf [Dialer + |u|? dx, 


C; 
ATD D 
,Dar < a È | DEM |? dx + 4 ran |u|? dx, 


把 最 后 这 个 不 等 式 代 到 前 面 不 等 式 ， 并 取 8 一 ett, 
“一 St ,我们 就 得 到 对 于 7 = k + 1H (2.6). 

在 下 面 两 条 定理 中 , 对 任何 i  [a/2] 十 1, 借助 于 范 数 lel; 
我 们 得 到 函数 « 的 一 致 的 界 . 

定理 2 (Sobolev 引 理 ) 对 R 中 任何 有 界 区 域 D 和 
Ci(D) 中 G = [7/2] 十 1) 任何 函数 以 及 所 有 的 7E《 有 
(29) OPLE D R È Dele) [Paes 


la li 


其 中 尺 为 从 y 到 DD 的 边界 的 距离 :而 C 是 仅 依赖 于 2 的 常数 . 
WA OK g(z) 为 实 变量 上 的 这 样 一 个 属于 C 的 函数 ， 当 


< 二 时 ， ee) 一 1; 而 当 1 守 1 时 ，g(2) 一 0。 函数 Ae 一 


g(t/ R) 满足 


a*p(z) 
2.10 | Ax | 
C ) dt* < Re? 


其 中 4 为 仅 依赖 于 g 和 的 常数 ， 令 + 一 |x 一 y|， 并 注意 到 
ACO) = 1, ACR) 一 0 我 们 就 得 到 


u(y) = 一 | [ACr u(x) Jar. 
在 以 ?为 心 的 (= 一 1) 维 单位 球面 0 上 积分 ,我 们 得 到 
a ù (E 9 (pa 
O,uly) | | a, (hu)drd Q 
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ae arm ep 
r = srg rch Me FO So REAA DS E i PA -a faan aR Yaaa BRRR e: e sa aei aa: " 


RF r 分 部 积分 G 一 1) 次 我 们 得 到 


-DT 
Go。zx(y) Goi Jodo av Chu)dr dQ, 


GE ri 一 rit) 并 使 用 Schwarz 不 等 式 , 就 推出 
(2.11) [u0 PS C, 1 Chu) av| {| ro av 


其 中 dV = r dr dO 是 万 的 体积 元 素 , 而 C: 记 仅 依赖 于 7 的 正 
的 常数 . (2.11) 中 的 积分 是 在 球 " <R 上 取 的 . 因为 27 > n, Fi 
以 (2.11) 右边 最 后 的 积分 不 超过 CRI”, 我们 使 用 Leibniz 规则 
Al (2.10) 估计 第 一 个 积分 。 于 是 得 到 


Oru |? 


2.12 uly) |?< C; Re dV. 
( ) luy) | 之 RE 
注意 到 
oe) <C, >) Dule) |] (O<k <j) 
r 


al=k 
就 可 从 (2.12) 推 出 不 等 式 (2.9). 

不 等 式 (2.9) 对 于 在 DD 的 边界 附近 估计 O) 是 没有 用 的 , 因 
AUN RARER). 为 了 在 边界 附近 得 到 好 的 界 , 我 们 必须 把 
某 个 条 件 强加 于 也. 

定义 我 们 说 DD 满足 锥 条 件 《cone condition), iR D LA 
一 点 > 都 是 有 限 锥 了 T,(p) 的 顶点 ， 即 锥 与 半径 为 e 的 球 在 预 点 y 
相交 , EET, oO E D h, 且 锥 的 体积 不 小 于 re”, H pr 是 与 
y 无 天 的 正 数 . 

定理 2 假定 了 满足 锥 条 件 ， 则 对 任何 xeC(D)0G 一 
[n/2] +1) MAW yE DLA 


(2.13) Wor < ce D | [Dewey Pax 
tal<j 7D 
其 中 C 为 仅 依赖 于 wp, 7 的 常数 . 


把 前 面 的 证 明 稍 加 修改 ,以 。 代 R, 并 (代替 0) 仅 对 锥 Tv(P) 
的 立体 角 积 分 。 就 得 到 定理 2 的 证 明 . 
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读者 可 以 验证 , wE DALE, 则 锥 条 件 得 到 满足 , 当 8D 为 
C* RK RSW E. 

假设 D 满 足 锥 条 件 ， 且 x《 Hi(D), j= [7/2] +1. & {um} 
为 Ci(D) 中 的 函数 序列 , 它 按 HOD) 的 范 数 收敛 于 u, F (2.13) 
应 用 于 tm 一 ur 我们 得 出 {ww} 为 马 中 的 一 致 收敛 序列 。 因 此， 
它 的 逐 点 的 极限 w*(x) 是 一 连续 函数 , A (2.13). 因为 几乎 
处 处 有 u(x) = w*(x), 所 以 就 得 到 下 面 的 结果 . 。 

推论 1 设 D 满 足 锥 条件. WE ue Hi(D), 7 一 [2/2j] + 
1: 则 可 以 认为 就 是 刀 中 一 致 连续 的 函数 uC), H (2.13) RIZ. 

同样 可 以 证 明 ; 

推论 2 设 也 满足 锥 条 件 ，。 如 果 xe HD), j} 全 [za/2] 十 
1， 则 可 以 认为 * REED PA i 一 [x/2] 一 1 阶 一 致 连续 导数 
的 函数 Coe), 

定理 3 (Rellich 引 理 ) 设 {tm} E HD) (D 为 有 界 域 ) 
中 使 Jum]? < const. < co 的 函数 序列 ， 则 存在 子 序列 {ww} 使 
m'-> 00, Kœ hf, A 

| ttm 一 ux |3 一 > 0, 

BN ÉD) 的 有 界 集 为 LD) 的 预 紧 集 . 

证 明 只 要 在 un 为 实 值 函 数 时 证 明 本 定理 就 够 了 .我们 
首先 建立 两 条 引 理 . | 

引 理 9 (Poincaré FER) HO AWH RK VS a; So 
G == l,e., n), 并 设 u 为 属于 C(O) 的 实 值 函数 , 则 


(2.14) KAK < = (d ZOLI 十 可 jal. 


证 明 ”对 任何 ze 9,ye 0, 有 
U(xX1, £237" *9 Xn) 一 uly» Yz2s*° 9 Ya) 


= | be uC Eis xi» vty xn dé, 


+ | ae ny Ers X39 "3, Xr) dE 
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ne pp ES RC RTE AE . 
pake © o- oe EON rh I Y- ep A rt PH eT a H EE ~= hi re mr mp rmt" ara: = 


+--+ | Be Oi z y Ynis gn dene 


取 平 方 并 利用 Schwarz 不 等 式 , 我 们 得 到 
ux) + wy) — 2u(x)uly) 


<nol (pe vs Xs’ -> xa)) dë, 


”+ 人 (2 Way Ea» tay "> ča) ) dë: 


十 ... bing | (ae u(yis “** 5 Ynni’ En) ) din. 


对 tio tts Xas Niet to Ya 积分 ,我 们 得 到 
20"| u(x)dr— 2 ( u(e)ae) 


n 2 
< nor? S | (222 dx, 
i=1 79 


Ox; 
从 这 个 不 等 式 就 推出 (2.14). o 
引 理 10 (Friedrich FÆR) ”对 任何 e> 0， 存 在 整数 
M> 0 和 属于 L?(D) (D 为 有 界 域 ) 中 的 实 值 函数 Wis?” *s WM 
其 中 1wjl。 = 1, 使 得 对 HD) 中 的 任何 实 值 函数 = A: 


(2.15) jz < eluli 十 > Cu, wY. 


证 明 REX ue CAD) 证 明 本 引 理 就 够 了 , 因为 通过 完 
备 化 就 能 推出 它 对 所 有 uE AORERE. 扩张 u EBE D Ah 
u = 0, 并 设 0 为 包含 术 的 立方 体 , 它 的 楼 平行 坐标 轴 . 设 m 是 各 
楼 的 长 度 . 引进 超 平面 r: = ymo 把 8 分 成 许多 立方 体 ,使 得 对 所 
有 的 .wm is A Ymtis i — Ym = 03 Bo E oo 为 一 整数 . 以 Q 
Qas- `> QUCM = Co oX) 记 这 些 立方 体 . 

由 引 理 9, 有 


TUES (。 ndz) + 2 eutr 
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对 了 求 和 ,并 引进 函数 
| ae 人 在 Q; 中 ， 
; 0 在 OQ; 人 外， 
只 要 ac fE no?/2< e, 我 们 就 得 到 (2.15). 
现在 我 们 可 以 完成 定理 3 的 证 明 . th = 1, 2,***， 并 对 任 
何 e 一 1/4， 象 引 理 10 那样 ， 我 们 取 有 穷 序 列 wijs(f 一 1， 
M(h)). 1 {tm} 为 {tm} 的 子 序列 ,并 使 得 和 wm, was G 一 1， 
2,"…,，M(1)) ACR. 类 似 地 ， 我 们 归纳 地 定义 Loe, s+ 
为 Luma) 的 子 序列 ， 它 使 得 {Cun hi, Hj ntido} (j = |}, 2 
M(h 十 1)) AUCH. BE lum) 为 对 角 序 列 dnm TÆ H 
m 一 © 时 ,对 任何 ,7 有 (wm, Windo > D, 
给 定 。 一 1/h, 选取 m ERA m 之 m K > mA 


M(A) 


(tm? —— ARs Wind <e, 
j=l 


于 是 , 据 引 理 10 有 
(um ue |i S e + eC lem li + lee ly? < (1 + 4K%)e, 
其 中 K = lub. [uml AAAs 任意 小 ,于 是 证 明 完毕 。 
下 面 两 条 引 理 与 估计 差 黄 的 范 数 有 关 . 
引 理 11 ” 设 B 为 有 界 区 域 DD 的 子 区 域 , 且 BCD, Ri h 
为 B 到 DD 的 边界 的 距离 . tj > l, 又 设 wc HD). MWER, E 
方 说 对 于 x 的 差 商 ， 


u’ (x) = = (ulz, + h, X25° “+, xn) 一 ul xis X2» “”” ”3 xs)) 


当 1%| < 和 时 ,在 3 上 完全 有 定义 ,并 且 


(2.16) [zs lul? 
B 
(2.17) lim | x? — A| 一 
>o Xj 0 


引 理 1 BD, j 如同 引 理 11 所 述 , 且 we ACD) PK 
使 在 马 之 外 u = Q, pj 
(2.18) Ju |P S Jul? 
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(2.19) lim | zt 


A> 


其 中 at 如 引 理 11 所 定义 . 
引 理 11 的 证 明 . mÆ ue CiD), 0< Jal 二 j, 则 
1 


| | Deu” (x) |? dx 
x +h 2 
1f DD; uC,» Kaa" "> xn) dé dx 


-| ! 


利用 Schwarz 不 等 式 ， 然后 作 代 换 Ši == E +F ris 我 们 就 得 到 
|, | Du" Cæ) |? dx S | = \ | D“Dgul ëi + Xis Xas" *3 Xn) | *dbidx 


A 
= > | i | DD, uléi + xiy X27" > Xn) | dzl abi, 


对 里 层 的 积分 作 置 换 n + 总 一 xi, 并 注意 到 此 时 五 被 映射 到 忆 的 
FRA AW [A] <A), 我 们 就 可 断定 里 层 的 积分 不 超过 
| D°D, zw(x)|2 dx, 
因此 
| 1D) har < | DeD。 u(x) |? dz, 


对 z 求 和 ,就 推出 (2.16). 对 xe Ci(D) 证 明了 (2.10208, 通过 
完备 化 即 可 推出 它 对 于 uE Hi(D) 的 正确 性 .事实 上 , 在 Ci(D) 
中 取 | 一 ui? 一 0 的 序列 {un}, 注意 到 , 当 0< lel <j, 
[Al 二 加 时 有 


| [Deum + hy aye tty #0) — Dens + hy aye es wa) ds 
< | | D*um (x) 一 D*u(x) | dx 


(在 上 式 左 边 作 置换 x, thon 就 得 出 此 不 等 式 ) ,我 们 得 到 ,对 
A A, JA] < ho, 当 和 一 co 时 


| zx - ut |, —> 0, 
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因为 (2.16) 对 所 有 的 um RIT. 所 以 对 于 x 也 成 立 . 

为 了 证 明 (2.17)， 首 先 注 意 到 (2.17) CD) 的 函数 x 成 
立 ,因为 此 时 在 D 的 紧 子 集中 一 致 地 有 w(x) 一 6u(x)/6x,。 如 果 
u € Hi(D), 则 对 任何 e > 0， 我 们 可 以 找到 函数 v€ Ci(D)， 使 得 
lu —ulP<e, (2.16) 还 有 |w* 一 v8 和 6e。 因 此, 当 14| 充 
分 小 时 ,我 们 有 


Ou |? Ov |? 
u® 一 -一 | < Jub — vo |B + jo? — 

Ov Ou | Ov |F 

> za | ™= 一 < 3e, 

Ox, Ox, 0 vy 0 


于 是 证 明 完 毕 . 

JEU 的 证 明 ”对 于 包含 万 的 任何 有 界 区 域 G, u 属于 
HCG), 事实 上 ,如 果 {um} 是 CID) 中 的 函数 序列 , 且 按 HCD) 
范 数 收 全 于 u 如 果 令 在 了 之 外 wm 一 0 扩张 um M um E€ C2(G)， 
A. moht, 

| tm — ulf —> 0. 四 
ERE elf 一 |x|?, 于 是 ,将 引 理 11 应 用 于 D, G (代替 B,D) 
推出 引 理 11。 

我 们 以 A 中 函数 边界 性 态 的 基本 结果 来 结束 这 一 节 . 

31812 设 D 为 有 界 区 域 ， 其 边界 6D 是 C! 类 的 。 如果 
u% D PREZAR, H we ACD), ME OD 上 x 一 0. 

证 明 ” 设 x"e 6D。 我 们 首先 考虑 如 下 特殊 情形 : 存在 x 
的 邻 域 W， 使 得 NAaD 在 超 平面 x 一 0 上 , 且 NID 在 半空 间 
rn > 0 中 。 设 54 为 一 7 EHRE, HIE BENNOD 上 , 轴 平 行 于 
xa 轴 . 并 设 x* 为 B 的 中 心 , MAAS, 的 高 . BA w RT CiKSt) | 
HE S: 上 连续 ,在 B 上 为 零 , 则 


wp < | a) < | 
在 Sx 上 取 积 分 ,我 们 得 到 
(2.20) |o lw | dx < ef an dx. 
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现在 我 们 考虑 一 般 情形 。 NNOD 不 必 是 一 个 平面 . 我们 假 
Be, AGE NN OD BH ta = A(x1，* > te DBR, RAE CoB 
换 (1.23) JEANNODRAHF yn 一 0 上 的 开 集 内 ,并 且 假 定 , VOD 
被 映射 到 y, > 0 的 一 个 区 域内 . & Wy) = wlx), 据 (2.20) 我 
们 有 


QD) flw aya k |g ER a 


其 中 Sž 为 y 空间 中 的 直 球 柱 , 其 定义 类 似 于 Sy. CRIE B* 的 中 
心 为 如 的 象 六 , 且 使 得 对 所 有 充分 小 的 ,在 变换 (1.23) 下 ,5X 在 
DON 的 象 中 . | 

回 到 x 坐标 ,从 (2.21) 我 们 得 到 


(2.22) | |w) |? de < ce | Dela £, 


.其 中 C ERRO m S.A S$ E.T. C 依赖 于 
函数 的 一 阶 导数 的 界 , RRKT k. TEE wE C), wE 
3 上 连续 ， 且 在 NNOD 上 vw= 0 的 这 些 假定 之 下 ， 我们 证 明了 
(2.22). 因为 we AD), LAUR C?) 中 的 函数 序列 按 
A (D) WORE. 因为 (2.22) 对 于 每 一 个 这 样 的 函数 都 
成 立 , 所 以 对 于 * 它 也 成 立 ， 把 (zw 一 zx 的 ) (2.22) 的 两 边 除 以 k, 
并 让 -> 0, RIRE, 4 k — o 时 


| 
(2.23) + |e, eG dx->0, 

回 到 y 坐标 ,我 们 得 到 , 当 一 0 时 

(2.24) +s, jul Pde > E © | LUG) ay 


一 > C | 。 |U Cys “Yn 0) |? dy, ° dY ni 
其 中 C' 是 一 个 正 的 常数 .又 因为 
|» [Uy Yams 0) 1’ady,: *dYn >C” |, |u(x)|’adB., 
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其 中 在 变换 (1.23) 之 下 对 应 于 B*, dB. 为 B 的 曲面 元 素 , 而 C” 
为 某 个 正 的 常数 ， 人 队 (2.23),《2.24) 我 们 得 到 


| lula) |? dB, = 0, 


即 在 B 上 w(x) 一 0。 特别 地 , w(x") 一 0。 RA l OD 上 任意 
的 点 , 故 在 OD 上 有 zx 一 0, 
3. 椭圆 型 方程 Dirichlet 问题 解 的 存在 理论 

在 这 一 节 里 ,我 们 考虑 散 度 形 式 的 2m 阶 方程 , 即 
(3.1) Las >， (~—)iprlar (x) Du) = f(x). 

' . Of Pls olam 

TETE, WREE Dla] > m) 的 系数 属于 C, WT 2m 
阶 方程 都 可 以 写成 散 度 形式 . 反之 ,如 果 ame ciel, 则 (3.1) 可 以 
写成 DAD ue 的 形式 . 

如 果 对 任何 实 矢量 二 关 0, 有 
(3.2) >, Era C(x) 8° E O, 
我 们 就 说 方程 (3.1) 在 点 «eA CRA). RER 
域 DD 的 每 一 点 处 ,方程 都 是 椭圆 的 ,就 说 它 在 DD 内 是 椭 俩 的 ， 如 果 
Lu 一 /是 椭圆 型 方程 , 则 工 是 得 贺 算 子 . 

”如果 方程 (3.1) 可 写成 DADs = (OCR, WED BH 

定义 和 在 第 九 章 第 7 节 中 给 出 的 定义 一 致 . 

在 下 文中 我 们 将 需要 较 (3.2) 强 的 条 件 , 即 对 任何 实 矢 量 和 
x€D, 有 . 
(3.3) “h 5 orp > CE" (Cr, >0). 


{P| =lo|=m 


注意 ， HEER 
G.4) | > mm CJE” (C, = Ci(#) > 0), 


lp =|o|=m 


. 351 « 


en albe eH iP A a fs Ae Ft 


a Fe ete tr- 1 n: a me 


而 一 二 致 椭圆 性 是 指 C xe DER, 且 (3.4) 的 左边 不 超过 
上 52/ C1。Ci 称 为 椭圆 性 的 模 . 

如 果 工 的 主 系 数 是 有 界 的 实 值 函 数 , 则 当 且 仅 当 工 或 者 一 上 
在 D 内 为 一 致 椭圆 时 , 工 在 D 内 是 强 椭圆 的 . 

整个 这 一 节 将 作 下 面 的 假定 : 

(A,) 工 在 有 界 区 域 D 内 是 强 椭圆 的 ， 且 强 椭圆 性 的 模 

Cu > 0, 

(4) 工 的 系数 (在 DD 内) 不 超过 浓 数 Ci. 

(4) 工 的 主 系数 在 DD 内 有 连续 模 CO (ISA lel = 
lo] =m, xE D, yE D, A la” (x) — a”(y)| S Clx — y|)» t 
当 NOR, CC) NO). 

我 们 还 暂时 假定 : 

(A) 系数 ar 属于 CI Ac, 

定义 我们 说 函数 u “是 方程 
(3.5) =f 
在 DD 内 的 古典 解 (或者 简单 地 说 是 外) WM ue Cw(D), H G3. 5) 
在 D 内 每 一 点 都 得 到 满足 ， 我 们 说 函数 « 是 (3.5) 的 弱 解 ,如 果 对 
于 DD 的 任何 紧 子 区 域 4, seE 工 (4), 且 对 任何 pe CPCD) | 
(3.6) (CL*p, u) = Cp» f) 
Mi. 这 里 L* 为 工 的 伴随 算 子 ， 于 是 ,因为 我 们 考虑 形 如 (3.1 
的 工 , 所 以 L* 由 
(3.7) L¥y—= >) (—1) "IDG" Den) 

| oglPl,l ol rm 

给 出 . 

如 果 x“ 是 (3.5) 的 古典 解 , 则 它 显 然 也 是 (3.5) 的 弱 解 ， 反之 ， 
如 果 x 是 弱 解 ， 此 外 ，xe C”CD), Nu 是 古典 解 . 因为 对 任何 
pe C2(CD) 分 部 积分 (3.6) 的 左边 得 出 (p，Zz) 一 Ce» f)» RC3.5) 
“ 逐 点 ”成 立 ( 只 要 f 为 连续 函数 ). 

(古典 的 ) Dirichlet 问题 是 求 (3.5) 的 古典 解 x, 使 在 OD 上 满 
足下 列 边界 条 件 : 
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Ou _ a 
(3.8) Əxi Yi G=0, 1, <., m— 1), 


其 中 > 为 8D 的 法 线 . 假定 x 属于 C”(D), HOD 至 少 是 C: 类 
的 ,因而 导数 Ou Ov 完全 有 定义 ， 通常 把 p; Uik Dirichlet 数 
#5. 

设 m C-D) 中 满足 (3.8) 的 任何 函数 . 于 是 边界 条 件 
(3.8) 等 价 于 函数 w = u — ww 及 其 前 mw 一 1 阶 导 数 在 AD 上 同时 
为 零 的 条 件 . 

据 第 2 节 引 理 12; 属 于 HKD) 的 连续 函数 忆 必 在 C! 类 的 OD 
上 为 零 .反之 ,也 可 以 证 明 在 OD LX BSW HD) 的 连续 函数 属于 


HK(D).。 也 可 以 把 这 两 个 论断 推广 到 A”D) 类 ， 即 如 果 6D 是 


C” 类 的 , H we C”!( 万 )， 则 当 且 仅 当 we H”), BENCE 
前 mw 一 1 阶 导 数 在 OD 上 都 为 零 时 , we ACD). 
鉴于 上 两 段 的 论述 ， 使 我 们 产生 把 x 一 w BFAD) 的 条 
件 看 作 是 条 件 (3.8) 的 弱 形式 .现在 我 们 定义 : 
广义 Dirichlet 问题 (第 一 种 提 法 ) 给 定 了 函数 me H™(D) 


和 函数 fe Ee(D), 求 (3.5) 的 能 解 ,使 得 u 一 m 属于 Å”CD). 


在 这 一 节 里 我 们 将 求解 广义 Dirichlet (A). 在 第 4, 5 PE 
将 证 明 ， 只 要 f, pp 8D 以 及 工 的 系数 是 充分 光滑 的 ， 那 么 三 义 
Dirichlet 问题 的 解 也 是 古典 Dirichlet 问题 的 解 . 

我 们 给 出 广义 Dirichlet 问题 的 一 种 有 用 的 新 提 法 . 首先 我 
们 注意 到 , 如 果 * 是 (3.5) 的 古典 解 ,那么 通过 分 部 积分 ,对 所 有 的 ; 
pE C2(D) 有 | | 
(3.9) Bip «u]= >) (Dp, a”Du) = (@, f) 


Dl pl, loi cm 


或 者 | 
(3.10) Bio, “- uo] = Cp, f) — B[ p]. 


Biu, v] 关于 x 是 线性 的 ,关于 v 是 反 线性 的 ,而 由 Schwarz 不 等 


3 


(3.11) | Blu, o]| < const. |u| mlo |m 
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其 中 常数 仅 依赖 于 工 的 系数 的 界 . ES Blu, „IEN H" OE 
F u, v 定义 的 (并 且 (3.11) RZ). 

由 前 面 的 广义 Dirichlet 问题 的 定义 得 出 , 解 * WIR H”. 我 
们 上 断定: 对 所 有 的 pE COD), « RE 
(3. 12) (L* p,» u) = Big, «], 
实际 上 , HF uE C”), 通过 分 部 积分 就 可 推出 这 一 结论 , 而 对 
于 we Hm(D), 用 C"(D) 中 的 函数 按 H”(D) 范 数 逼近 它 ,就 得 出 
(3.12). 

因为 广义 Dirichlet 问题 的 解 * 满 足 (3.6) ,考虑 到 (3.12) 它 也 
满足 关系 式 (3.10)。 反 之, (3.10) 蕴 含 (3.6). 于 是 我 们 证 明了 : 


引 理 13 ”是 广义 Dirichlet 问题 的 解 ， 当 且 仅 当 u— u 


€H"(D), ii H (3.10) 对 于 所 有 的 pe CD 都 成 立 . 

在 引 理 13 的 基础 上 ， 我 们 可 以 把 广义 Dirichlet 问题 重新 闻 
述 如 下 :. 求 函数 u, 使 得 x — ue BCD), HARA pe CCD), 
(3.10) 成 立 . | 

在 证 明 引 理 13 时 ,我 们 使 用 了 假定 C44). 不 过 从 Blo, v] 的 
形式 看 出 ,即使 省 略 假定 (4,), 广义 Dirichlet 问题 新 的 提 法 还 是 
有 意义 的 。 在 这 一 节 里 我 们 按照 新 的 提 法 在 没有 假定 4, 的 情况 
下 求解 广义 的 Dirichlet 问题 ， 为 今后 参考 起 见 , 我 们 叙述 : 

广义 Dirichlet 问题 (第 二 种 提 法 ) 给 定 函数 u € H”(D) 


和 函数 fe Fe(D)， 求 一 函数 “使 得 u—meH(D) 和 对 所 有 


pE CED) & (3.10) R. 
下 面 的 定理 在 解 广义 Dirichiet 问题 时 起 着 决定 性 的 作用 . 


定理 4 (Gavding 不 等 式 ) 如 果 工 满足 假定 C4) 一 (43)， 


则 存在 常数 C > 0 和 如, 使 得 对 所 有 的 pe AOD), A 
(3.13) ReB{p, p] > Cl plz. — klipli. 
常数 CC 和 ky XRF Cos Ciy C2 WD. 


证 明 ”只 要 对 pe CFCD) 证 明 (3.13) 就 够 了 .实际 上 ,对 


于 任何 we Hm(D), 我 们 在 C2(D) 中 取 序列 {qj}, 使 Ju — piln 
0, 把 (3.13) 应 用 于 每 一 个 gy, HEREN i 一 co HY, BL ys 


rh 


， 
N TES 


pj\—> Blu, ul, FVA (3.13) 对 x 也 成 立 . 
我 们 引进 记号 
(3.14) li = D | [Dee rach", 
laj=;j P 


首先 考虑 工 为 齐 次 〈 即 工 与 其 主 部 相同 )， 且 其 系数 为 沉 数 的 悄 
形 . 
利用 规则 (2.2), (2.3) RITA 


3.15) Blg, gp] 一 >) (De, a”D’g) 


jP\=|el=m 


= Sd) (GEP, aG E) 


lpi=lsl=m 


-| ler] > grag | ag 
利用 (3.3) 及 关系 式 
|g?" = >, [se |， 


[p{=m 


我 们 得 到 
Re Bl ps 9]> Co| aor > gege) ag. 


1 Pt = 
AA a” = 6" (Se xo}, 6” = 0,49 =o, 87 = 1K, 
右边 的 积分 和 (3.15) 的 右边 相同 ,所 以 对 于 a” 一 6” 利用 (3.15)， 
我 们 立即 得 到 


Re Blp, p] > Cy >, (Dep，Dep)， 


1 人 =m 
BY 
(3.16) Re Bip, p] > Co |@I3. 

其 次 , 我 们 考虑 工 仍 为 齐 次 , 但 不 假定 其 系数 为 常数 的 情形 . 
假如 9 的 支 集 在 点 ze DCCD) 的 开 邻 域 4 中 ;而 4 的 直径 lA] 
又 充分 小 时 RAIMA Re Bly, el. 

写成 
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Blip, p] 一 >) (Drp, a”’(x)D’~) 


lAel=|lof=m 
+ >) (Dp, larla) — a”(x°)1D’¢) 
121=1cij= . l ` 

=] +J, 


据 (3.16) 
Rel > Colli. 
如 果 |4 | 充分 小 (依赖 于 Co 和 条 件 CAs) 中 的 函数 Ca) M 


1 a 
lJ < Cojglm。 ， 


我 们 断定 ,对 所 有 pe COCA), 有 


(3.17) | Re B[g, el >— Clél®. 


现在 考虑 一 般 情形 . 以 有 限 个 区 域 4, 来 覆盖 D， 各 个 4; 的 
直径 充分 小 ,使 得 对 4 一 4; 有 (3.17)。 设 {%} 是 相应 于 履 盖 { 4;} 
的 单位 分 解 , 并 令 Bj 一 V oj. 写成 


(3.18) Blo; gp] = > | Dep: a” D'ğda 
ipl=lol=m "DD 


十 | an~ | 
Da | D’ọ > a” D'Ẹdx 
lol+liei<2m ” | 
. = H+ K, 
显然 ， 
(3.19) |K] S const. |plmlplm-ie 
其 次 ， | | o 
G20) H= >) Ð | ppDryIlpiar D pliz 


j lel=lel=m 


=> 5 | Dp): epee 
了 letstol=m ¢ | | 


— 5 E | Corme D”Bi Deg + aF D8, DGds 
i .. 
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= H, — H 
在 H PCEARRRM, Bon to,>0, 使 得 p tom, W 
此 ， | | 
(3.21) | 五 ;| < const. |p|ml plm- 
其 中 常数 仅 依 赖 于 a” 的 界 . 
H, 是 这 样 一 些 项 的 和 : 


| D’ dp; . a” D pdx 其 中 d; = p8; E C?(4;). 
[Pl =lol=m 


据 4 = 4; 的 (3.17) 的 结果 ,我 们 得 到 
Re H, = > Co >, FAF 


~ co5) D | Dp) Dee ar. 


j |pl=m 
ah ev 一 go 时 ,右边 的 双重 和 与 ((3.20) 右边 ) H, 的 双重 和 相同 ， 
因此 ， y 


(3.22) Re H, > + c, {3 5 | [B,D°plLe;D°G lax + Hi} 


j \lel=m 
其 中 当 a” = 8” 时 ， H; 与 H, 相同 :因此 , 据 (3.21) 
(3.23) IH] < eonst.| olal pla-s 
综合 (3.18) 一 (3.23), 我们 得 到 


(3.24) Re Blo, pl > Cll — Cilelal pla 
其 中 Ci 是 仅 依赖 于 co ci a 的 常数 ， 
利用 初等 不 等 式 oe 
Cilplnlpli <8] ole +S lolh- (6 > 0) 
并 应 用 第 7 节 引 理 7 ,我 们 得 到 | 
(3.25) Cilplel ler <8l els +S Celola + Cl eld) 
(e > 0) 
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AH GRAF 。， 由 引 理 了 我 们 还 有 
(3.26) = alli > — eleli — const. old, 


取 5 == co/9, 然 后 取 。 = (48/C,) (co/9), 并 把 (3.25)，(3.26) 代 人 
《3.24) ， 就 得 出 Co = co/6 的 ) ABR (3.13). 

我 们 需要 下 面 Hilbert 空间 的 泛 函 表示 定型. 

定理 5 设 Bix, y] X Hilker 空间 互 的 双 线 性 型 ( 即 关 于 

x 是 线性 的 ,而 关于 ， 是 反 线 性 的 ) , 范 数 为 | LARRY (,). 
假定 Ble yl BARA BAHN r, y, 有 
(3.27) |BEx, y]| <const.|x| yl. 

此 外 ,假定 对 所 有 的 r€ H 和 某 个 正 的 常数 c, 有 
(3.28) |Blx,x]| 2 clx|? 
R. WH He—-P ARR Fo) 可 表 为 如 下 形式 
(3.29) F(x) = Bix, v] = Blw, x], 
其 中 vz, w 是 互 中 的 某 两 个 元 素 , 由 唯一 确定 . o 
-证明 对 于 固定 的 vw, Ble, ol 为 关于 x 的 有 界线 性 泛 函 。 
因此 ,存在 唯一 的 y, 使 得 
B[x, vo] = (x, y). 
&y= 4y。 于 是 4 是 鼠 上 的 线性 算 子 。 因 为 
cjo]? < | Blo, vll S |C yI < lolly], 

RD |e] < |y|/e, FUAR ARM. 由 此 得 出 ,4 的 值 域 RCA) 为 
HPAES. RIIA: RCA) =H. 实际 上 ， 如 果 
RCA) 关 H, 则 存在 和 R(4) 正 交 的 元 素 z 关 0, 即 对 所 有 0 CH, 
(z, dv) 二 0。 这 就 意味 着 Blz,v] = (z, Av) 二 0， 取 v= 2， 
我 们 得 到 Biz, 2] 一 0; 因此 由 (3.8), z 一 0, 这 和 z HERA 
盾 . 

MEZRA F(x), RATTAN FRR CH, 把 F(x) 表 为 
(x, a) 的 形式 . 因为 RC(4) = 器, 所 以 存在 元 素 v, 使 得 4v =a, 
也 就 是 


Bix, v] = (x, u) = F(x), 
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ye Te. bot oo’ CH 和 所 有 的 * AA ble, 
v] = F(x), R] Ble, v= v] = 0, W e= y 一 vy, 并 利用 (3.28) 
就 得 到 v =v’, 

把 前 面 的 结果 应 用 于 双 线 性 型 Biy, rl 就 得 出 表示 式 

F(x) = B[w,x]. 

如 果 在 《3.13) 中 如一 0， 我 们 立即 就 能 建立 一 条 关于 广义 
Dirichlet 问题 解 的 存在 定理 . 

定理 6 RELE (Dl), REHE EA 
e > 0 和 所 有 的 pe Ce(D), (3.9) 中 所 定义 的 双 线性 型 B[p，“] 
m KE, 
(3.30) ReBTo， p] > Clik. 
则 广义 Dirichlet 问题 (第 二 种 提 法 ) 存 在 唯一 解 . | 

证 明 通过 完备 化 ,对 所 有 的 pE ACD), (3.30) 成 立 . 再 
考虑 到 (3.11) ,我 们 可 知 ,，B{x, v] 满足 关于 H = Å” 时 定理 5 的 
假定 。 现 考虑 对 于 4 € A” 所 定义 的 泛 函 ` 

F(p) = (p, f) — Bip, w]. 

因为 它 显然 是 Hm 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 所 以 我 们 可 以 应 用 定理 55 
于 是 断定 ;存在 唯一 的 we An, 使 得 FC) = Bld, vl. RER 
数 x = wo 十 vz 为 广义 Dirichlet 问题 (第 二 种 提 法 7) 的 唯一 解 ， 

从 定理 4 和 6 我 们 得 到 : 

定理 7 ” 设 工 满足 C4,) 一 (4;)， 则 存在 ( 仅 依赖 于 Co Ci 
C, DM) 常数 名， 使 得 对 于 任何 之， ATE RST X 
Divichlet 问题 (第 二 种 提 法 ) 有 唯一 解 . - 

在 陈述 这 一 RES oe EE AN RNS RE FR 
述 Hilkeit 空间 中 的 Fredholm HEHE. 

我 们 说 把 Hilbert HUH RE HORE TRAE, 如 
ià 它 把 每 个 有 乔 序 到 {xn} 映射 成 有 收敛 子 序列 的 序列 . 在 H 上 
) = G, T,) 定义 ， 其 中 Cr, z) 为 五 中 Xs ,5 的 统 量 税 ， 如 果 工 全 
连续 , 则 T* 也 全 连续 . 
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考虑 方程 


(3.31) + — AT, =f, 
(3.32) x—-AT, = 0, 
和 们 时 方程 

(3.33) y—iT*y=g, 
(3.34) y — XT*y =0, 


其 中 1 为 复 参 数 ;元 素 f g 是 给 定 的 ,我 们 说 ,1 (3.32) 的 (或 
者 了 的 ) 特 征 值 , 如 果 存 在 x* 关 0, 使 得 x' AATA = 0。x* 称 为 相 
应 于 4 的 特征 矢量 ， UXO) 记 由 相应 于 1 的 特征 矢量 所 生成 的 
线性 空间 ,并 令 NCA) 记 X(C2) HOMER. 关于 (3.34) 可 类 似 地 定义 
X*(i), N*(2). 

Fredholm FRE KRTXEMENHLW(RHER HN) 
连续 线性 算 子 ,并 假定 工 也 是 全 连续 的 , 则 

Co) 当 且 仅 当 是 (3.34) 的 特征 值 时 ,4 是 (3.32) 的 特征 值 . 

’ TÆ, XG), X*C) 都 是 有 限 维 空间 ,并 且 
NGC2) = N*(2), 
《8) 如 果 1) 不 是 (3.32) 的 特征 值 ， 则 对 于 互 中 任意 的 人 g 
(3.31)、(3.33) 分 别 存 在 唯一 解 x，y。 
(r) 如 果 1 (3.32) 的 特征 值 ， 则 当 且 仅 当 ff 和 XX*(X) 正 
交 时 , (3.31) BREE. 

如 果 取 H = L(G), 我 们 就 可 以 把 对 积分 方程 的 Fredholm 
互 斥 性 (在 第 五 章 第 5 节 所 陈述 的 断言 (a), (6)) 看 作 是 现在 这 种 
Fredholm 互 斥 性 的 特殊 情形 ， 

我 们 来 叙述 本 节 中 主要 的 存在 定理 . 

EMS ”假定 工 满足 (4,) 一 (43), Bue 一 0: 则 Fredholm 
互 斥 性 对 于 广义 Dirichlet 问题 (第 二 种 提 法 ) 是 成 立 的 .更 明确 地 
bi: 或 者 对 于 每 一 fe HCD) 和 所 有 的 pe CP(D) Mine H*(D), 
(3.35) Bip, u] = Cp, f) 
存在 唯一 解 ， 或 者 对 所 有 的 pe Cc) 和 ef), BTy， 
p] 一 0 存在 有 限 个 线性 无 关 的 解 oG 一 1,-:-, 4), TE, 5 
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ay & 


ERS Cf, v;) = 0 G = l,- "t3 h) 时 ， (3.35) 的 解 存 在 . 在 第 二 
种 情况 下 ,如果 解 存在 ; 堵 么 解 不 是 唯一 的 . 
和 证明 BREER k > ko k= 0, fih k 为 定理 4 和 7 中 出 


现 的 常数 ， 并 令 LES L+R, 双 线 性 型 Blu, v] = Blu, v] + 


Rw, v) 以 Bla, v] 与 相伴 的 同样 方式 而 与 上 L; 相伴 。 据 定理 7， 
对 任意 的 gEH(D)， 0 

Bigp, w] = (p> g) 
存在 唯一 的 解 w, 其 中 pe C?(D), we H"(D). & w= Li's. 
因为 对 于 一 切 pe C*(D) 和 we HCD), 

B, lo, u] = (> ku + f) 
与 (3.35) 等 价 。 所 以 , 当 且 仅 当 u = Lie 十 力 ， 即 当 且 仅 当 
(3.36) u — Tu=f (T = KER fi = Li’f) 
时 ,>* 满足 (3.35)。 

我 们 断定 了 在 H’ 中 是 连续 和 全 连续 的 只 要 对 Lx 证 朋 就 
T. ME, WR e 在 pR, We = Lig E A” PEL, 
且 对 所 有 的 pk6 C?7(D) 满足 

Bile, w] = (p, g). 
通过 完备 化 , 这 一 关系 对 于 所 有 PCA” ERY. 因而， 特别 地 对 
于 9 二 wv 成立， 于 是 
clwl» |Bilw, wll < |(w, g)| S jwlilel, 

. <S |w |m iglo 

如 clwl, < ‘ele 由 此 可 见 ， 如 果 g 在 DP 的 有 界 集 中 变化 ， 则 


. w 一 Lig 在 H” 的 有 界 集中 变化 ， 所 以 LEH 中 的 连续 变换 . 


而 且 , 据 Rellich 引 理 (第 2 节 定 理 3), 因为 H"(m 之 1) 中 的 有 界 
序列 有 子 序列 , 这 个 子 序列 是 A 中 的 Canchy 序列 ,所 以 Lz 也 是 
全 连续 的 。 | 

于 是 可 应 用 Fredholm HRH. 由 此 得 出 : 

(a) 对 于 每 一 和 有，(3.36) 存在 唯一 解 ,或 者 

(6) u 一 Tu 一 0 有 非 平凡 解 ,而 且 对 于 v 一 TY = 0 的 所 
有 的 解 Vij» SARS (fi vi) 一 0 时 ,方程 (3.36) 有 解 . 
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在 (a) 成 立时 ,对 于 每 一 个 fs 广义 Dirichlet 问题 的 解 存在 ,并 
且 是 唯一 的 (因为 1 二 0 意味 着 有 一 0, Mite = 0). 

为 了 考虑 情形 (b) ， 首 先 注意 到 ， 对 于 可 能 有 不 同 常数 ko 的 
L*。 定 理 4, 7 仍 为 真 。 此 外 ,如 仍 取 & 大 于 这 个 常数 ko MIE Yr 


定 

(3.37) T* = kCL* +k)". 
事实 上 ,由 7* REX SA. g 有 
(3.38) (T*v, g) = (v, T,). 


&T,=h, T*v =w, 那么 对 所 有 pE CP(D) 有 
Bl p, hj = kp,» g). 
通过 完备 化 ,对 于 op 一 we ACD) 此 等 式 也 成 立 。 于 是 
(3.39) B,[w,h] = k(w, g). 
& 8 一 ACEL*+ +h)", So 一 ws。 那么 对 于 所 有 p ECD). 
w,€H"(D), Wy 满足 
Bilw, 中] =k, ¢), 
通过 完备 化 可 以 断定 ,上 式 对 y= 4 也 成 立 。 因 此 
(3.40) Blw, h] = kv, k) = klv, T,) = RCT*v, g) 
= kCw, g). 
综合 (3.39), (3.40) 我 们 得 到 
Bil w — w, 7 一 0. 
因为 A 可 以 是 H"(D) HIE MICH > 所 以 B,lw — Wy. wW T w,|= 
0, BU w = mw. TE So = T*v, 从 而 推出 (3.37). 
由 (3.37) 可 以 断定 , 对 所 有 的 pe CF(D), ve ACD), 4 
仅 当 
(3.41) | Blv, p] = 0 
Rt, Tv —v = 0. 
于 是 , 为 了 完成 本 定理 的 证 明 , 还 要 证 明 : RE Go v) 一 0 和 条 
件 (f, v;) 一 0 Str. 从 下 面 的 等 式 即 可 推出 这 一 论断 : 


(fs oD = (LER vi) = (fs Li") = Es THD 
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4. 能 解 在 内 部 的 可 微 性 

在 这 一 节 里 我 们 将 证 明 , 如 果 fM L 的 系数 充分 光滑 ， NÆ D 
内 强 椭圆 型 方程 La = f 的 弱 解 在 D( 的 内 部 》 内 光滑 到 任何 给 定 
的 阶 . 不 言 而 喻 ， 在 本 节 中 将 采用 在 第 3 地 所 作 的 假定 (4,) 一 
(4:). 我 们 首先 证 明 几 条 3 引 理 ， 

引 理 14 [Ear ECD), HR” E DANA PE SM. 
如 果 对 于 所 有 的 p€ CP(D), 

(4.1) |B[ po, u]| <const.|@|n-15 
WW s Ze DAA Cn 十 1) 阶 强 导数 . 

证 明 2 4, B, C 为 PD 的 子 区 域 ,使 得 ACB, BCC, 
CED. Hi ABT CCB) 的 一 个 函数 ， 且 满足 如 下 条 件 : 
当 x€4 时, CO =l, HBA, 0 三 5 和 1, $ v= bu, MR 
= (x1, Xa tts Xe) MIS 7? = Cx, + hy z3’ Xn)» 

hg) EX) — Ble) 
gh (x) 一 SED — ete) ee. 


那么 


Devt = [D°(tu)]* = (EDn + >) (hD), 


lAi<lel 
其 中 系数 5 在 8 外 为 零 . 据 第 2 节 引 理 11, 当 14| 充分 小 时 。 有 
(4.2) [Dev® — (EDeu)*|P< K, >) |D’uli < Klula < K» 


[Al <m 
其 中 K, 记 不 依赖 于 4 和 下 面 的 9 的 常数 .… 
利用 (4.2) 我 们 得 到 


(4.3) Bie, vw] = 5 (Dp, a Dw) 


Phlas |&<m 


< 


(De, a” (ED°u)')| + K,!pln. 
AE A 


利用 等 式 
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(4.4) Hdg ld = (f(x) g(e))4 — He, 
我 们 从 (4.3) 得 到 


(4.5) Bip, #]| <| D (weg, Cat Du”) 


L\Plolo len 
+ 5 |(D p(x), (a(x) E(x") DuC) 
l8 | slo |< | 
+ K,| | ae 


因为 对 于 x€ C 和 充分 小 的 1#|， (Carr(#))’ 一 致 有 界 ， 又 因为 对 于 
任何 两 个 有 界 区 域 B:，B:(B:C B): REA RSD RA 


46) | eede], le har, 
所 以 从 《4.5) 我 们 得 到 | | 
(4.7) |Ble,*]| < p >) (Dep, ar Du)| + Klp lms 
[Pl |e lm 
这 里 我 们 使 用 了 恒等式 
(4.8) | Cf, g*) == (F> ’ g). 
写成 


[D°p* = D*(Lp~*) + p2 4D 


并 利用 由 第 2 节 引 理 11 得 出 的 不 等 式 Dig -1P < DiglP, 从 
(4.7) 我 们 得 到 | 

(4.9) | Bip, |< |Bllo™*, ul] + Kleln | | 
如 果 我 们 运用 以 “9 一 代替 9 的 《4.1), 并 利用 由 Leibniz 规则 和 引 
理 11 推出 的 下 列 不 等 式 

(Sp mnt SK Plas 

则 我 们 从 (4.9) 得 到 | 
(4.10) | Bip, 0 ]| < Kelp n. 

对 于 任何 pe Ce(D) 我 们 证 明了 (4. 10), 通 过 完备 化 ， 它 对 于 任何 
p E€ 五 "(D) 也 成 立 ，《 由 (1.8) 所 定义 的 ) FRA TF Jya) 当 
i 充分 大 时 ,在 C 外 为 零 ， 并 且 容 易 验 证 ， 按 H”"(C》 的 范 数 有 
Juil Eu) > bu( 利 用 第 1 节 引 理 3 和 对 强 导数 也 成 立 的 规则 (1. 10), 
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以 及 Cu € H"(C》 这 一 事实 ); 因此 , tu€ ACC). 但 是 另 一 方 
当 14| 充 分 小 时 (5w)* 属 于 AD), 实际 上 . t Ar”) 的 范 
“i 它 是 通 数 [Jul iu) RRR., 

因此 ,在 (4.10) 中 我 们 可 以 取 9 =p", 于 是 利用 Girding 不 
等 式 ; 我 们 得 到 

c jota |BIorsvt]] + Rolv’*ls < 天 so 十 kolv*|?. 
因为 m Sl, PUBS, kl li<hleli< Ky, 于 是 我 们 
得 到 
(4.11) |o” | mS ko. 

由 引 理 11 ,在 L?(D) 中 > b> 8y/18m; 鉴 于 (4.11), 第 1 节 引 
理 2, 我 们 可 以 断定 8v/6x; 属于 HD). 类 似 地 ， 可 以 证 明 , 6w/ 
ôx; 属于 H”(D) G=2,-- "3 a), 引用 第 ! 节 5l 理 4 就 可 推出 
v E€ Hm"+(D). 因为 在 4 上 «=p, FÆ“ 属于 H(A). Ri» 

因为 4 可 以 是 厂 的 任何 子 区 域 ， 所 以 在 D 内 x* 有 ww 十 1 阶 强 导 
数 . 
引 理 15 假定 对 于 某 个 1<j<m,4 
ae? € Cmax. lel-mtp 
mR u 在 忆 内 有 因 阶 强 导 数 , 且 对 于 所 有 的 pe COD), A 
(4.12) | Ble, u]| < const. le |m- -j> 
则 x 在 D 内 有 Cm + 力 阶 强 导数 . 

证 明 j= 1 的 情形 与 引 理 14 相同 : 据 归纳 法 我 们 继而 
假定 , 本 引 理 对 于 7 一 1C2 SiS m) 和 任何 有 界 区 域 DD 成 立 , 我 
们 将 证 明 它 对 于 7 和 任何 有 界 区 域 D 成 立 。 因为 (4.12) 意味 着 

|B[9,«]| const] pt 
由 归纳 法 假定 得 出 * 有 (mm 十 7 一 1) 阶 强 导 数 . 
在 (4.12) 中 以 Dg RE p, RAA 


(4.13) |B[De@, ul]! S const. | Dp | mi < const. Pl m-pa | 
其 次 
(4.14) B[Dy,u]=— >) (De, DIemDox]) 
l 1pllslcoe 
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= — Bip, Du) +1, 
其 中 
i= > | Drp > Di? .Drzdx. 


[P| slot lace 


分 部 积分 max(0，lo| — m +7—1) 次 ， 并 利用 对 于 成 的 任何 紧 
TRARA lulh- < co 这 一 事实 ,我们 就 得 到 


f D°p » [ D?" ， Dalar | < const. lp | mir 
D 


常数 与 9 无关， 倘若 pe CF《(B)， 其 中 8 为 也 的 任何 固定 的 子 区 
RH BCD. 对 工 我 们 得 到 同样 的 界 . Æ (4.14) 中 利用 这 个 界 并 
把 结果 和 (4.13) 结合 起 来 ， 对 于 任何 pe C?(B》 我 们 得 到 不 等 式 
| Bl, Du] | <= const. lp | m—j4t. 

AYA) Du BHF m+ 57-20 之 m) 阶 的 强 导 数 , 于 是 ,在 B 中 
可 以 把 妇 纳 法 假定 应 用 于 Dn. 由 此 得 出 , Du Œ BAKA Cn 十 i 一 
1) 阶 强 导数 . 利用 第 1 节 引 理 4, 我 们 断定 ,x 在 8B 内 有 Cn +j) 
阶 强 导 数 ， 又 因为 B 是 马 的 任意 子 区域 且 了 CD， 所 以 * 在 DD 内 
A Cm + i) 阶 强 导 数 . | 

引 理 16 假定 are crath, 其 中 为 非 负 整数 ,并 且 
f 在 D 内 有 Pp 阶 强 导数 . mRA DAA SH, HAR 
(3.9) 的 解 , 则 * EDAR Om + p) 阶 强 导数 . 

证 明 因为 对 于 所 有 的 pe COD), 有 
(4 15) Blp, «] = Cp, f), 
所 以 关于 j = m 我 们 可 以 应 用 引 理 15, 于 是 断定 * 有 2m 阶 强 导 
re | | | 
其 次 ,在 关系 式 (4.15) 中 以 Dp RO 并 进行 分 部 积分 ,我 们 得 


B[o， Du] + Cp, L'u) = (9, Df), 
L'u = >, (—1)'"D’[(Da”)D"u], 


lP lle] &m 
因此 ,对 所 有 的 pe C2(4), 有 -- 
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IBL, Dull <const.|p{o, 

其 中 常数 与 9 无关, 而 4 为 也 的 任何 固定 的 子 区 域 , HACD, 关 
于 71 一刀 应 用 引 理 15 ,我 们 得 到 , 在 4 中 Du 有 2m 阶 强 导数 ， 因 
此 据 第 1 节 引 理 4, 在 4 中 * 有 (2m 十 1) 阶 强 导 数 . 因为 4 是 DD 
的 任意 子 区 域 且 ACD, 所 以 在 D 内 “有 (2m + 1) 阶 强 导数 . 

下 一 步 我 们 利用 以 D2 代 的 《4.15)。 分 部 积分 给 出 

Bl p, Du] + (p, L”u) = (p, D’f) 

其 中 L” 是 具有 有 界 系 数 的 阶 数 不 超过 《2m +1) 的 线性 算 子 . 
如 同 前 面 的 论证 , 我 们 推出 , D's 在 4 内 是 次 强 可 微 的 , 因此 由 
第 1 节 引 理 4,x 有 z 十 2 阶 强 导数 . 类 似 地 ,逐步 进行 下 去 就 可 
完成 引 理 的 证 明 . 

从 引 理 16 我 们 直接 得 到 下 面 的 定理 : 

定理 9 设 工 满足 假定 (42) 一 (4;),， 并 设 对 基 个 整数 
POA are cotit MRED AT Ae RRS RA 
fE HCD), WX Dirichlet 间 题 (第 二 种 提 法 ) 的 所 有 的 解 ,特别 
是 定理 7,8 所 建立 的 那些 解 ,在 DP 内 有 《2m + p) 阶 强 导 数 . 如 果 
p 宇 [2/2] 十 1， 则 解 为 D 中 Lu =; HERR, 并 且 它 们 属于 
crteza), 

本 定理 的 最 后 部 分 可 从 第 2 地 定理 2 的 推论 2 得 出 . 

我 们 将 对 于 Lu = 1 的 任何 弱 解 建立 其 内 可 微 性 . 

定理 10 RLE) 一 (4;)， 并 设 arec, 如 果 
对 于 DD 的 任何 紧 子 区 域 A, uE 下 (4)， 且 对 于 所 有 的 pE CPC A) 
有 | | | 
(4.16). |(L*—p; u)| < const. | plan; (0<j<< 2m), 
WDA « j 阶 强 导数 . 

定理 il Ik 工 满 足 (4) ~ CAF ee P > 0, 
ave CHEIO, 如 果 了 在 DD 内 及 阶 强 导 数 , He Hy Lu 一 
在 D 内 的 弱 解 , 则 * 在 D 内 有 (2m 十 p) 阶 强 导数 . WR p > [n] 
2] + 1,04 Lu 一 了 在 DD 内 的 古典 解 ,并 且 它 属于 

Cante- {[n/2]— (D), 
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对 于 p 一 0, 从 定理 10 可 推出 定理 11. 把 p 一 0 的 结果 和 引 
理 16 以 及 定理 2 的 推论 2 结合 起 来 ,就 可 推出 > 0 的 定理 11. 
于 是 剩 下 定理 10 的 证 明 . a | 
定理 10 的 证 明 用 对 了 的 归纳 法 进行 证 明 . 当 了 一 0 时 ， 
论断 自明 . 现在 我 们 假定 对 于 j—-1°00<j—1<2m) 论断 成 
立 , 而 证 明 它 对 7 成 立 ， 因 为 (4.16) 意 味 着 对 于 一 切 的 pe CFC A) 
有 
—{CL* P > u)| < const. |p |am—j42> 
据 归纳 法 假定 得 出 , «EDNA G- 1) 阶 强 导 数 . 于 是 ,如 
Bj—lo>m, 应 用 引 理 15, 其 中 以 i 一 m 代替 j, 就 可 得 出 对 于 
i 的 论断 .于 是 剩 下 j 一 1 二 m 的 情形 需要 考虑 
设 和 为 Laplace 算 子 ,考虑 算 子 
(4.17) L, = (— DIA + 1, 
据 第 3 节 定理 4 的 证 明 的 第 一 部 分 以 及 不 等 式 
PEPS con | lel 1) 
la|<m | Blam 
对 所 有 的 pe CICR), 我 们 符 到 不 等 式 
(4.18) Cp, Lap) Sc’ lel? 
其 中 C’ 为 正 的 常数 .因此 可 以 应 用 第 3 节 定 理 6. 从 而 对 于 DD 的 
任何 子 区 域 BCBCD), 下 面 的 广义 Dirichlet 问题 (两 种 提 法 相同 ) 
| Lyh = u CHEB 中 ， khe ABY) 
WOH 2 EE. 
我 们 取 4 =m — 7 + 1, 因为 * zx EDK G 一 1) 阶 强 导数 ， 
所 以 由 定理 9 ADM AZE BAH 2g 十 7 一 1 一 mm 十 了 阶 强 导数 ， 
JE u = Lah RA (4.16), 有 
(4.19) | | ( 工 *p， L,h)| < const. | p |am—j (pe cra). 7 
现在 , LL, È Om + 29) 阶 的 精 圆 算 子 . 把 它 写成 如 下 形式 : 
LIwv= SD (—DDe[ aD (DD) +L, . 
|P|-lel<m |rl=q : 


据 分 部 积分 ,对 于 任何 pk CPCB), pe C+C B), 我 们 得 到 
，368 ; 


(4.20) (L* P> Lay) 一 《 LL) 
| = Y. (Dg, b®D°4) + Blo, ¢] = Ble, oI. 


. ‘als | Blaam+¢ | 
Blo, p) BSAA LL, 相应 的 双 线 性 型 ， 而 6” 是 形 如 土 
Nes att e |= |p| +q— ikl: 8 = |lol + 9,Mm0S 
Ikl 和 g。 由 此 得 出 b*€ ci, 


如 果 在 (L*p, Lob) 中 ,以 稍微 不 同 于 《4. 20) 中 的 方式 进行 
分 部 积分 (不 把 L*q 中 的 导数 De 转移 到 纯 量 积 的 右边 ),， 则 我 们 
得 到 

(L*p, Lab) = Bip, p] . (we cn*(B)). 
因为 4 在 B 中 有 (m + 9) 阶 强 导数 ， 所 以 通过 完备 化 ， 对 于 任何 
pe C2(B) 我 们 得 到 
(L* P>» Lah) = Blo, hj, 
考虑 到 (4.19), 对 于 所 有 的 pe C>(8), 我 们 得 出 
[Bl ps 4]| < const. |o lin; = const. (ø | mega. 

应 用 引 理 14( 其 中 以 mw 十 9 代 %), 我 们 断定 4 在 BB 内 有 (m + 十 
1) 阶 强 导 数 . KiE, u 一 LA TBAB Cm +q +1)— 29 
mn 十 1 一 4g =; Bree. . HA Be DWE TRB BCD, 
所 以 x AED AVA 1 阶 强 导 数 ， 

从 定理 11 容易 得 到 ， 

推论 。 设 工 是 吃 内 形 如 上 一 Za.,D* 的 : 2m: PRBS 
并 设 aat C?(D)， 其 中 对 某 个 整数 p Sd, g=max(lm + l, 
m +p). 如 果 je CD), WOW Lu =f 的 任何 弱 解 都 属于 
Cmte- ID)。 如 果 as€ C°(D), fE CCD), W) u€ C™(D), 

椭 男 型 方程 (不 只 是 强 椭 贺 型 方程 ) 古 典 解 的 可 微 性 问题 ， 已 
在 第 九 章 第 7 节 结 束 时 简要 地 叙述 过 。 
5. 在 边界 近 旁 的 可 微 性 

在 这 一 节 里 我 们 将 证 明 , 如 果 OD, FUR 工 的 系数 是 充分 光 
滑 的 , 则 对 于 广义 Dirichlet 问题 (任何 一 -种 提 法 ) 
(5.1) Lu =f (EDW), u € H"(D) 
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72D 上 的 解 也 是 如 此 .说 得 更 确切 些 , 我 们 将 证 明 下 面 的 定理 . 
定理 12 HLE (4) 一 (4;), 并 假定 对 某 个 整数 
?之 1, 有 
a% € CmxUloltmte-Ia(D), ADE Cmte fe H?-!(D), 
则 广义 Dirichlet 问题 (5.1) 的 任何 解 * 必 属 于 H”*+?(D). 
利用 第 2 节 定 理 2 的 推论 2, 我 们 得 到 : | 
推论 1 ”如果 关于 p 之 [x/2] 定理 12 的 假定 成 立 ， 则 
u € Cm (万 )， 因 此 ( 据 第 2 节 引 理 12) 在 通常 意义 下 4 在 6D 上 
满足 边界 条 件 
Olu 
Ov f 
WE p > [n/2] + 2, 则 ( 据 定 理 9)w hE DA Lu 的 二 
HE ie #H u € C”tr- (2/21 D) NN Cte [n/2]— *(D). 
于 是 ,如 果 关 于 p 之 [>/2] + 2, 定理 12 的 假定 成 立 , 则 广义 
Dirichlet 问题 的 解 也 是 古典 Dirichlet fa] RS 
推论 2 设 工 是 系数 为 on) 的 强 椭 A A 子 ， 并 假定 
je C°(D), ODE C”, 以 及 gp,……， qm-i 为 6D 上 的 C” 函数 ， 则 
古典 Dirichlet 问题 (3.5), 38) 的 任何 解 属于 CCD). 

”如 果 p= KH gn = 0, WS 2 PEM 2’ 的 推论 2 和 
定理 12 可 得 出 这 一 推论 。 因此 ， 如 果 我 们 能 构造 出 满足 条 件 
(3.8) 的 函数 B(x)《 C~(D)， 那 么 把 前 面 的 特殊 情形 应 用 于 
x 一 多， 就 可 完成 证 明 . 为 了 构造 $， 我 们 以 ol) 记 任 意 的 点 
xE DFJ aD 的 距离 。 如 果 o(x) 充 分 小 , 则 x 位 于 基点 x* 处 8D 的 
单位 内 向 法 线 上 , Hol) = |r 一 x*| (比较 第 三 章 第 8 证)。 如 
果 (3.8) 中 的 ”指明 内 向 法 线 , 那么 我 们 取 


(x) = te) SO plat), 
2=0 À! 


Arh g E CRR, CE OD MKD DNA PRN ZAE, 
在 OD 的 某 个 邻 域 NWCNoCN) 内 等 于 1. 
定理 12 的 证 明 EEMS 我 们 已 得 知 , 对 于 刀 的 任何 紧 子 
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= 0, (j= 0,1,- "ttpm— 1). 


区 域 A, ue Btt 4) 如 果 我 们 能 证 明 , 对 于 任何 *€ OD, F 
在 邻 域 N*, 使 得 w€ HHN ND), 那么 利用 第 1 节 引 理 5 就 可 
以 完成 本 定理 的 证 明 . 出 于 x GEDA COn + p) 阶 强 导数 ,并 考 
感到 第 1 EH 1， 因 此 只 剩 下 证 明 所 有 这 些 导 数 都 属于 
H'(N* A D). 

只 要 芳 虑 特殊 情形 就 可 以 了 : LEPR N, HR NNOD 在 
超 平面 xz 一 0 上 , 且 NOD £3 r, > Oh, BE. RUE 
第 1 节 定 理 1 那样 作 一 个 局 部 的 变换 ， 就 可 以 把 一 般 情形 化 为 这 
种 特殊 情形 . | 

设 ON, = NOD {x, = 0}, ON, 为 NND 的 边界 的 其 余部 
分 . 设 4 是 NND 的 子 区 域 , 它 的 边界 由 含 于 ON, 内 部 的 闭 子 区 
i 984,, 和 含 于 NND 中 的 84,(684, 到 8N, 的 距离 为 有 界 的 集合 ) 
组 成 .我 们 在 证 明 中 将 使 用 以 下 的 记号 : 

x 一 (xx Y = Xn DE = Df e D39 
Dr = Dh > + Da, | 
对 所 有 的 lel <m+p—1, ROMA 


(5.2) |D%u|4 一 oo 
BD ,对 于 所 有 的 le| Smtp, pl Sm A 
(5.3) ~ DsDsw € HCA). 


”对 于 el = 1, 为 了 验证 (5.2), 可 仿照 证 明 第 4 节 引 理 14 进 
行 。 在 8N' 的 邻 域 中 取 “ 为 零 ， 而 在 4 上 “等 于 1。 对 于 任何 
x(1<i<n—1) 我 们 作 差 商 ， 因 为 #* 按 范 数 | NY 是 在 边界 
ON, 附近 为 零 的 无 穷 可 微 函 数 的 极限 ， 所 以 对 于 su 和 tw)?* 而 
言 ， 也 是 如 此 . 因此 ， 在 导出 形 如 (4.10) 的 不 等 式 之 后 , 我 们 就 
可 以 代 人 q = o, 利用 第 2 节 引 理 11', 12， 我 们 得 到 Du 属于 
H(A). mE» Dau 按 范 数 | | 和 4 是 某 个 序列 {v*i} 的 算术 平均 序列 
的 极限 ， 因 此 也 是 在 边界 ON, 附近 为 零 的 无 穷 可 微 函 数 序列 的 极 
限 ， | | 
EZB BLD. gp, u) 并 在 分 部 积分 后 把 前 面 的 结果 用 于 Dau, 
我 们 可 以 类 似 于 引 理 15 进行 下 去 . 步 步 仿 照 引 理 15，16 的 证 明 
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进行 ， 即 可 完成 (5.2) (或 者 (5.3)) 的 证 明 . 
为 了 证 明定 理 12, 我 们 必须 证 明 对 所 有 |r| Smp 
(5.4) D'u € H(A). 
鉴于 (5.3), 剩 下 只 须 考 虑 在 (5.3) 中 不 出 现 的 那些 导数 Drx。 AE 
晰 起 见 ,首先 若 虑 六 一 工 的 情形 , 即 


(5.5) Lu= $) aD + > a.D,Di + aDju =f 
lale2 ja|eql 


(几乎 处 处 ). | 

假定 p 二 1. Diu 是 在 (5.4) 而 不 在 (5.3) 中 出 现 的 唯一 的 导 
数 . AX a #0, 所 以 可 以 由 (5.5) 估 计 Diu, FRG ORE. 

如 果 p = 2, 把 D, 作用 于 (5.5) AWA 
(5.6) L(D,u) = — L'u + Def 
其 中 工 ' 为 阶 数 不 超过 2m = 2 阶 的 线性 算 子 . .D3Dwu 是 (5.6) 中 
尚 不 知 其 属于 HE) 的 唯一 的 导数 .因为 它 的 系数 a #0, 所 以 
它 也 属于 H°(4). FRMA D, F (5.5) 的 两 边 ， 我 们 得 到 
D3u€ H(A). 于 是 对 于 p = 2, (5.4) 证 明 完 毕 . 

对 于 任意 的 p, 我 们 首先 把 De :作用 于 (5.4) 的 两 边 ， 于 是 可 
以 断定 Dt “*D35u € H(A), 然后 应 用 DD, 等 等 . 

现在 设 m > 1, 首先 考虑 p= 1 的 情形 . 出 现在 (5.4) 但 不 出 
现在 (5.3) 的 唯一 的 导数 是 Den, Alm = 1 的 情形 大 不 相同 ,我 
们 不 可 能 直接 由 方程 Lu = f 估计 它 。 所 有 出 现在 Lu 但 不 出 现 
在 (5.3) 中 的 导数 都 有 DY+Dpr 的 形式 ， Hho<|e|<m =. 
因此 ， 它们 的 和 可 写成 如 下 形式 
(5. 7) - Dyg, 
其 中 


g 一 > beD'us 
Elam 


并 且 8 中 Diu 的 系数 8 在 4 中 不 为 零 . 把 方程 Lu = f 写成 如 下 


(5.8) Lu + Dr?g = f, 


我 们 就 可 断定 DYy8sge H(A). Sth THA). 假定 4 是 一 个 短 
形 〈 因 为 我 们 可 以 这 样 假定 ), 并 对 函数 5( 作 为 变量 y 的 函数 ) 在 
含 于 4 的 闭 矩形 4* 中 利用 第 2 节 引 理 8， 然 后 对 * 积分 并 让 
A* 一 4， 我 们 就 得 到 Dige H(A) 人 一 1 2…m 一 1). 除 
5Dy™'u 外 ，Dyg 中 所 有 的 项 都 已 知道 属于 KC) GE (5.3))。 因 
ih, Dyttn € H(A), 

其 次 ,考虑 p= 2 的 情形 .把 D: 作用 于 (5.8) 的 两 边 ,我 们 得 
到 
(5.9) D,Lu + DS Deg = Def. 

D, Lou 中 * 的 所 有 导数 已 出 现在 (5.3) 中 ,因此 

Dy(D,g) € HCA). 
MAM Deg€ H(A), (R p= 1 的 情形 应 用 第 2 节 引 理 8) 从 而 
D,D.g € H(A), BR 5DYyHDu 之 外 ，DyDsg 中 所 有 的 项 都 已 知 
道 属 于 HCA) GE (5.3)). 因此 D91Dww€ HCA), 

B=, 我 们 利用 Dige H(A) 这 一 事实 。 考虑 到 (5.3) 以 及 
D7” D,u € H(A), 我 们 得 到 D7 ue (A)， 于 是 p = 2 的 情形 
证 毕 . 

”对 于 一 般 的 p 三 mz, 我 们 首先 把 DE 作用 于 (5.8) 的 两 边 ,并 
利用 D,D? g € HCA) 这 个 事实 , 即 可 断定 Dx DYy "Tiw € H(A), 
其 次 ,把 DE? 作用 于 (5.8) 的 两 边 , 并 利用 DIDE g € HCA) BD By 
断定 DEDY YuE H(A), 等 等 .最 后 ,利用 Dyge ACA), 就 得 出 
Dytru € H(A), | | 

RIF AR pom 的 情形 . mE p=m +1, WD, 作用 于 
Lu = | 的 两 边 , 我 们 得 到 

L(D,u) = L'u + D,j =f; . 
其 中 元 "是 不 超过 2m BORER Ae uA). BA p= m 
的 结果 我 们 可 以 推断 出 ， 对 所 有 的 |e] < 2m, D,D%u € H(A). 
把 D, 作用 于 Lu =f 的 两 边 ,我 们 得 知 , 除 D3" ty 之 外 的 所 有 的 
项 都 已 知道 属于 H(A). Alb, D5" € H(A), 
如 果 p= m + 2, ERARE D 作用 于 La 一 1, 得 到 对 所 有 


° 373 + 


n LT 


lc| <<2m, D2D%€ H(A). $R, RIE D。D,， 得 到 对 所 有 
lc| <2m,D,D,D*u € (4). 最 后 ,应 用 D3 得 出 DF a € HCA), 
于 是 证 明 完 毕 ， 

一 般 说 来 , 如 果 p= m +k, 首先 我 们 把 D* 作用 于 Le =f, 
然后 应 用 D*-!D, ,等 等 . 

以 下 ， 我 们 给 出 今后 讨论 抛物 型 方程 时 需要 的 茶 些 桶 圆 型 方 
程 的 补充 结果 。 我们 需要 下 面 的 定义 : 

定义 RN 2m RAT LC(x, D.) 在 区 域 卫 内 满足 
根 条 件 (root condition)， 如 果 对 于 每 一 个 xE 和 每 一 对 线性 无 
关 的 实 矢量 & E, m 4 的 多 项 式 Llr, E 十 an) Am EMH 
ERR. KEL 为 工 的 主 部 . 

mR n St 3, RSL 的 系数 是 实 的 , 根 条 件 是 满足 的 

现在 我 们 叙述 先 验 估 计 的 重要 结果 . 

定理 13 i L= DaD 为 有 界 区 域 D 内 椭 贺 性 模 之 6 的 
椭圆 算 子 , 假 定 a。€ COREA r 阶 导 数 的 模 都 由 常数 五 所 限 
定 , 其 中 ?为 非 负 整数 ,又 假定 主 系数 有 连续 模 o, LLED EW 
— ERA. 设 f€ HCD), 并 假定 OD 可 用 有 限 个 邻 域 N; RE 
使 得 每 个 N NƏD 都 可 用 首 2m + P 阶 导数 连续 且 由 向 数 K 所 限 
定 的 函数 来 表示 ， 

如 果 ze Cm(D) NC” (D), BEDW Lu 一 f, 在 6D 上 
Biu/ Ovi = 0G = 0, ltte m — 1), X lalim < co, HPA, 
(5.10) |u ml MN Me 
其 中 M 和 M’ EMM H, o, 8,K 和 ?的 常数 。 mE. 车 
Dirichlet 问题 至 多 有 一 个 解 , 则 M 一 0: 即 
(5.11) | lemsp <= MIflp. 

至 于 仔细 的 证 明 , 读 者 可 查阅 [1; 704—706]. 

借助 于 定理 13 和 定理 12 的 推论 1, 我 们 建立 下 面 的 : 

定理 14 设 p 为 不 小 于 1 的 整数 , 且 工 为 在 D 上 满足 根 条 
件 的 强 椭圆 算 子 . 假定 OD 充分 光滑 , 工 的 系数 在 忆 上 充分 光 消 ， 
并 且 Dirichlet 问题 至 多 有 一 个 解 ， 则 对 任何 ERD), 广义 
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Dirichlet 问题 (5.1) 存 在 唯一 和 解 , 且 (5.11) 成 立 . 

注意 ,定理 13 中 解 * 属 于 C)NA CD) 的 假定 ,对 于 本 
定理 并 不 是 必须 的 ， 

证 明 对 于 DD 的 任何 紧 子 区 域 A, FARA If 按 
H?(4) RORA f. 在 边界 的 小 邻 域 中 , 我们 可 以 作 变 换 把 OD 
映射 成 超 平面 上 的 一 部 分 ， 然 后 用 证 明 第 1 节 引 理 6 时 所 引进 的 
形 如 ff 的 平滑 算 子 来 逼近 1. 象 在 证 明 第 1 节 引 理 5 那样 利用 
单位 分 解 , 只 要 ODE C, 我 们 就 可 以 构造 属于 CCD) 的 函数 fi 
的 序列 , 使 得 当 j 一 oo 时 有 |[f; 一 11? 一 0. 

洲 Dirichlet 问题 
Lu; 一方 (在 DD 内 )， 
ae =0 (在 6D 上 ) (k=0,1,--+,m—1), 

利用 第 3 节 定 理 8 和 定理 12 的 推论 1, 由 唯一 性 假定 ,得 出 存 
Eus, 并 且 它 在 D 上 充分 光滑 . 因此 可 以 应 用 定理 13. 我 们 得 
到 | 


|u; 一 ti |2m+p < Mjf: ~ filo. 
于 是 , wj RHP "(D) 中 的 Cauchy 序列 . 因为 它 的 极限 是 广义 
Dirichlet 问题 《5.1) 的 唯一 解 ,又 因为 对 于 每 一 对 wj、 fio (5.11) 成 
立 , 所 以 (5.11) 对 于 w 也 成 立 . 

PE ”通过 以 充分 光滑 的 边界 和 算 子 分 别 T OD M L; 
我 们 可 以 在 3D 和 工 的 可 微 性 假定 方面 改进 定理 14, Ad; 往 后 
我 们 并 不 需要 它 . 

最 后 ， RIOR L MRNA a<i<b t% 
化 的 实 参数 :的 情形 . Tk 


(5.12) L(t)u* = > ag(x, #)D°u, 


fala ; 
我 们 假定 ， 对 于 每 个 :，Dirichlet 问题 G5. 1) 至 多 有 一 个 解 ， 以 
Le) f 记 这 个 解 。 
定理 15 ik, p 为 任意 非 负 整数 ， 并 设 LG) 对 所 有 的 
| 。375 。 


FF A Beri ee tr te a Lg wat a -rep tH ee = 


te <i < b) 是 强 椭 圆 的 并 满足 根 条 件 。 假设 8D 充分 光滑 , H 
对 XE D, 4 过 上 和 0， 系数 ag(x, ) 也 是 充分 光滑 的 , 则 从 区 间 (a， 
b) 到 HY+?(D) 中 的 映射 :> LOS 是 和 次 连续 可 微 的 . 
证 明 考虑 函数 
uila, D = ulz, it > 一 - s t, 2, 


其 中 xz t) = (LOOC). RBAN (4, 4), 在 DD 内 我 们 得 到 
Lu’ = F,, (u* € A"(D)), 

其 中 F(x, t) = — Eat(x,2)D ua, t +h), RZ tth DE 
(a, b) 的 闭 子 集 上 , 则 利用 定理 1444H, [u lane, 5 4 ERWA 
界 . 因此 | | | 
(5.13) [ulest +h) — w(t) lamap S const. (Al, | . 
Hp uC, t) 是 这 样 的 浮 数 , 它 在 每 点 x 处 的 值 为 x(x, £). (5.13) 
表明 ,映射 1 一 L C2)f EM (Ca, b) Bl HTC) 的 连续 映射 于 
是 《一 0 的 情形 证 毕 , 

为 了 对 于 二 1 证 明 本 定理 ， 我 们 在 方程 Lieu =f 两 边 对 
t 微分 ,如果 v = 9x/6x 存在 , 则 在 必 中 它 必 须 满足 
(5.14) Z(z)z =Ê, (v € HXD)), 
Heh f Cr, t) = —3[0a.(x,1)/Ot|D'u(x,t), ÆRE E € H?(D), 
就 得 出 (5.14) 存在 唯一 解 。 而 且 利 用 (5.13) 容易 验证 , 4 4—0 
时 |F; 一 下 |, 一 0， 所 以 应 用 定理 14 BNA 42> ON, 

[ze 2) — vs A) 1 mrp >O. 
FÆ, M Ca, è) 到 w+?(D) 的 映射 上 一 工交 对: ETAN. 
其 次 ,利用 定理 14 5.13 a o Cat) BAER: v(: ,i) 
作为 一 个 在 Hm *?(D) 中 取 值 的 函数 ， 是 关于 ? 连续 变化 的 . 从 
而 对 于 4 一 ] 本 定理 证 毕 . 

类 似 地 逐步 进行 下 去 ,就 可 对 任何 得 出 本 定理 的 证 明 . 

从 前 面 的 证 明 我 们 得 到 ; 

推论 | 对 4 二 :< 5, 不 等 式 = 

IDIL C lantp S const. |f[p = (F = 0, 1 3 a 
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BMI. 
6. 抽象 存在 定理 

本 市 的 主要 结果 是 定理 17. 

WH, V 是 两 个 Hilbeit 空间 . DW flidfene mack. mo 
lul iZ uev pk. HTZ fo g 的 纯 量 积 记 作 G g) mi V h 
TUR u, v HERU (u, v)). 假定 了 是 五 的 线性 子 空间 , H. 
ATE a eV, 

lull > kiu] (kh DRO. 
最 后 ,假定 V 在 五 中 称 密 . 

Bl; H = L?(D), V = HD). 

Kalu, v) 为 了 上 的 连续 双 线 性 型 , 即 从 了 x Vv 到 复数 域 的 
映射 Cus v) 一 alu, v) 是 连续 的 , 且 关 于 * 是 线性 的 ,而 关于 > 是 
反 线 性 的 ， 众所周知: 当 且 仅 当 双 线性 型 alu» v) 为 有 界 时 ， JE 
ENA 
(6.1) jae, »)\ < Cillie 《C: 为 常数 ) 

时 :, 双 线性 型 alu, v) 是 连续 的 ， 

İTER v, alu, v)Æ uE V 的 连续 线性 泛 函 . 因此 ,了 中 
有 唯一 的 元 素 存 在 , 设 为 Aw, 使 得 对 于 所 有 的 x€EV 有 
(6.2) E alu, v) = (Cu, Aw)). 
do 是 了 上 (EVE) 的 线性 算 子 ， 由 (6.1) 得 出 ， 4 也 是 连续 
A. . 

类 似 地 | 
(6.3) ala, v) = ((Au, v)),- 

其 中 4 是 7 上 的 连续 性 算 子 . o | 

以 NN 记 这 样 的 元 素 x EV 的 集合 , 当 V SENT HAE CR 
数 ) 时 ,对 于 这 些 元 素 u, RARER 
(6. 4) v 一 > alu, v) 


在 了 上 连续 .因为 了 在 互 中 稠密 , 于 是 可 把 (6. 人 扩张 成 为 互 上 的 


连续 反 线 性 泛 函 ,因此 ,在 妃 中 存在 瞧 一 的 元 素 , 设 为 Au， 使 得 
(6.5) | alu, v) = (Au. v). 
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4 是 定义 域 为 4(4) =N 的 线性 算 : 子 ,一 般 说 来 是 无 办 的 . 

引 理 17 如果 对 于 所 有 的 v ET， 

(6.6) le(v,v)| Sallol? (a 为 正 的 常数 )， 
则 对 于 每 一 个 je 互 , 存在 唯一 的 元 素 u € d(C A) (EG Au =f, 

证 明 Flv) 三 (f,v) 是 日 上 的 连续 线性 泛 函 。 因此 也 是 
上 的 连续 线性 这 函 ， 然后 应 用 第 3 节 定 理 5 即 可 ， 

今后 我 们 需要 引 理 17 的 各 种 不 同 的 更 为 精巧 的 (表达 形式 )， 
现在 就 来 推导 它 . 

设 F 是 一 Hilbert 空间 . 以 (x, v) 记 的 元 素 w、v 的 纯 量 
积 , 而 以 lulli ue FDR. 设 B 是 F 的 线 狂 子 空间 .以 (((qp， 
PHM RITR p, o 的 纯 量 积 , MY lliplli id pe OM, BE 
liell = CCCP; PD. 我 们 假定 , 对 于 所 有 的 p&@， 

(6.7) | lelle < Cligll (Ci ABR) 

但 我 们 并 不 假定 $6 是 完备 空间 ( 即 Hilbert 空间 ), RAO Fh 
稠密 . | 
ik Elu, p) 是 Fx 上 的 双 线 性 型 ， 并 假定 : 

(6.8) HED peo, kii u —> Elu, p) EF LER, 
(6.9) 对 所 有 的 gE 8B，|ECp，qp)| Sallell? (C 为 正 的 常数 ). 

定理 16 设 (6.8),(6.9) 成 立 如 果 pg 一 L(q) 是 了 上 的 
ERREZA, MEE F 中 的 元 素 u, 使 得 对 所 有 pe ©, 有 


(6.10) L(y) = E(u, p). 
证 明 由 (6.8), 对 每 一 个 pE9， 
(6.11) E(u, p) = (u, Kgq)r, 


KEM O BF pW RENT. 因为 Kp = 0 意味 着 
0= |(p, Kp)rl.= |ECp, »)| > aliel’, 
即 9 一 0, 所 以 K 是 一 对 一 的 映射 . 令 一 KO, FEK AH R 
定义 在 A 上 , 且 它 的 值 域 是 8B. $ Ko = a, q 一 Ra, 我 们 有 
alii Rall? < [ECp, p)| = Cp, Keel < llpllellKelle 
< Cillpll Kell, 
BD 上 Ral <CC./e)llalle, Fi R BAUS 上 的 连续 线性 算 
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子 .因此 我 们 可 以 把 Ro PHRMA MCR FPR AU By 
$ 中 的 连续 线性 算 子 Ro 旬 为 @B( 关 于 范 数 川 p 由 的 ) 完备 化 空间 . 

给 定 的 泛 函 Llp) 也 可 以 扩张 成 为 @ LWERRAE A, 
Ak, SHER iLE Â, Lp) = (CEL, p). BF (6.11), WF 
所 有 的 pee, (6.10) 等 价 于 (CEL, ¢))) = (u, Kq)e; 由 对 所 有 
Hae, 
(6.12) Cty a)r = (CCE, Roa))). 
He) PERE (6.12) 的 x. 

设 P 是 相应 于 的 投影 算 子 (作为 F 的 一 个 闭 子 空间 )， 于 是 
R 一 Rp 是 从 EF 到 人 的 连续 线性 算 子 . (对 于 所 有 的 BE o,f F, 
H CCCP RA))) 一 CR*g fe 所 定义 的 )R 的 伴随 算 子 R+ 是 从 Ê 
到 下 中 的 连续 线性 算 子 ,并 且 对 于 所 有 的 a€ % (6.12) BK 
(6.13) (a, a)r = (CEL> Ra))) = (R*éL, a)r. 
于 是 x 一 R*E, 满足 (6.13), 因 此 它 也 满足 (6.10), 

现在 我 们 导出 茶 些微 分 不 等 式 ， 它 们 在 证 明 这 一 节 的 主要 结 
REM 17 时 要 用 到 . | 

设 X 是 一 Hilbert 空间 , vl; eve X 的 范 数 . RMN 
Hja <e < db BX DORM IO) BFL’, 6; X), 如 果 


人 om <0, 
我 们 令 LX) = LX 一 0%, 005 X). 
05 1/2 
(6.14) Meo = {F kde”, 


对 任意 非 负 整数 ,以 D*CX) 记 导 数 六 站 六 (连续 且 属 于 
L(X) 的 一 切 函 数 f(z) 所 组 成 的 集合 ， LX) 是 范 数 为 (6.14) 的 
Hilbert 空间 ,而 D*(X) 是 范 数 为 


(615) Worn = {DD 


的 纯 量 积 空间 ， 注 意 ,导数 了 (7) 被 定义 为 [f(z + A) 一 OAN 

1 -> 0 时 在 X 中 的 极限 , 而 LOO 的 完备 性 可 以 通过 用 X 的 固定 

正 交 基底 表示 函数 f(z), 然后 利用 ( 复 值 函数 ) 空间 LX —o0, 0) 
| 379 
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的 完备 性 来 证 明 . 

以 DACX) id D(X) 中 对 所 有 一 oo 二 :二 0 满足 1 人 2) 一 0 的 
一 切 函数 Xz 的 集合 . DX) 记 从 一 oo <r < co 到 X 中 的 且 在 有 
界 区 间 之 外 为 零 的 一 切 无 穷 可 微 函 数 j(z) 的 集合 ， 最后, 我们 令 


Df) 一 f'@). | | 
51218 =k pe D(X). 对 任意 > >0 有 
(6.16) lle“"’'p@) tay < = le" De®) EST 


证 明 “由 分 部 积分 有 
Ref” e (Dole), PC) xde 


= 27 | ei| pl) lade 


《例如 ,借助 于 XX 固定 的 正 交 基 把 函数 展开 即 可 得 到 证 明 . ) 
因此 ， 
7|| ep < lle" Dello lle plws 
于 是 推出 (6.16). 
”推论 MR pe DEX), 则 对 任意 整数 人 > 0 有 


(6.17) | lee) [lee < ‘i le 7 D*p(e) |era. 


51 19 AG (一 co <1 < oo) 为 从 和 到 自身 的 连续 线 
隆 算 子 族 ， 并 假定 对 于 和 中 每 一 对 人 8 一 (LDOj， g)x ERR 
连续 可 微 函数 , 且 对 所 有 的 一 co <2 < co， 
(6.18) |DiCACe)f, g)x| <const.|f[xlelx Oi. 

最 后 ,假定 对 所 有 的 一 co < 二.t < 00, fEX,A 
《6.19) Re(A(2)f, 有 站 宇 alflx (a 为 正 的 常数 )， 
则 存在 常数 Y> 0, 使 对 一 切 > > 7。 和 所 有 的 p€ D(X), 


(6.20) Re I" Ce Dia (O20)), e77 D*p(e)) ra 
= > Here Dp ls a 
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应 该 讲 清楚 ,(6.20) HA AA id Be . 
(6.21) (DICAP), 2x =D AMP), g) (gex), 
HAM pC) 为 《次 连续 可 微 时 , 事实 上 (6.21) 的 右边 存在 , 而 且 
Leibniz 规则 成 立 ， 于 是 


k 
(6.22) (DCA ple), g)x = >, (° ) (APPI PE), 2) x> 


其 中 (依照 (6.21)) 
(6.23) (AP, gx 一 (Di4(Dj g)x = DICAT, g)x. 
证 明 ”使 用 规则 (6.22) 我 们 可 知 ,(6.20) 左边 等 于 


(6.24) Re |” Ce ACOD), Dg )xdt + Cp), 
其 中 
k oO 


| D'p(t))xdt. 
考虑 到 (6.19), (6.24) 中 第 一 项 不 小 于 
alle“ D*—pllitcx). 


因此 ,只 要 证 明 下 式 就 够 了 : | 
(6.25) ISlp)| < S lle" Dll. 


现在 从 (6.18), (6.23) 推出 , APC) (0 <i < 人) 是 关于 + 一 致 有 
RAT. AHIRE M b 有 


l k l 
ls(g)l Sh > le~"*D* Fp frzaglle-”’D* elit. oe 


j=1 


AHA (6.17) 我 们 得 到 


x | 
SC) <A (3) Z) le "Diol. 


$= 


取 ro 18 (Oik/ To) < a/2, DIH y 之 Yo 时 就 得 出 (6.25)。 
附注 1 。 设 DiCX) 是 由 所 有 在 0 过 :二 oo 有 定义 的 函数 
pe) 所 组 成 的 空间 ， 其 中 每 个 p(s) 无 穷 可 徽 且 对 所 有 充分 大 的 
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PHB. et DZ)。， 为 方便 计 ， 扩 党 g 到 一 <r <o, 使 
P= 0( 一 00 <r <0). Æ pO) = 0, W (6.16) 成 立 ( 证 明 是 一 
FEA). EEH, Æ p EDX) BL 
(6.26) p(0) 一 Dp(0) = --- = D**p(0) = 0, 
风 攻 6.17) 成 立 , 因 此 (6.207) 仍 有 效 ( 证 明 是 一 样 的 ). 
附注 2 如 果 9 对 于 0 S< co 无 穷 可 微 WE (6.26), 当 
t < 0 时 为 零 , 但 没有 紧 文 集 , 且 
k 
> | | e D”" pz) | zde <, 


m= 0 


则 把 (6.20) 应 用 于 “ro 然后 让 了 一 co , 就 推出 不 等 式 (6.20), 其 
H Cy caine 
= 1GS T), (> =0¢GS2T+1); 

D < const. (TLS T +1, 0X<m<k), 

在 证 明 引 理 19 及 其 后 面 的 两 条 附注 时 ,我们 利用 了 .292 为 & 次 
连续 可 微 的 事实 ， 而 根本 没有 用 到 有 更 高 阶 的 可 微 性 ， 因此: 

引 理 20 wR AG) 如 引 理 19 所 述 , 则 对 于 使 ep eD} 
(X) 的 任何 p, AB (6.20) RE. 

现在 我 们 引进 弱 导 数 的 概念 . 

EM RK ge La, b; X), HF 所 有 满足 bla) = pb) 
= 0 的 连续 可 微 函 数 + 《如果 4 一 oo， 我 们 就 要 求 对 所 有 充分 大 的 
tp AEE a 一 co 的 情况 下 有 类 似 的 要 求 )， BATS WR AER A 


b> — | Ce), Orde. 
如 果 喘 射 是 连续 的 。 划 存在 唯一 的 函数 0) € LCa, b; X)， 使 得 
CORTO = | WO) GO) nde. 


此 时 我 们 说 >(z) 是 oe) 的 弱 导 数 ,并 写成 e = vl) (wed). 类 
似 地 ,如 果 对 于 所 有 其 首 太 一 1 阶 导 数 在 x =a, x =~ bHSHR 
次 连续 可 微 函 数 Ce), 有 


CDE EO pO) xa 一 | (ecD，sgCD)xaz 


SO meal e ag etl aril age mn nee te ae o a a a a : 


就 说 we) 是 ole) 的 大 阶 弱 导数 ,并 记 作 2 Ce) = Diels) 一 w(t) 
(w.d.). 注意 , 当 &8 = 0 时 , Dig = 0(w.d.). 

在 前 面 我 们 已 定义 了 空间 D*(X)， 它 们 都 不 是 完备 的 空间 ， 
它们 的 完备 化 空间 记 作 W*(—00, %; X) 更 一 般 地 ， 我 们 引进 


(6.27) lfl ata: = {> | roc eae 


并 以 Ha, b; X) 记 范 数 为 有 限 的 次 连续 可 微 函 数 的 (关于 这 一 
范 数 的 )- 完 备 化 空间 ， 这 些 空间 是 关 似 于 第 1 节 中 所 引进 的 空间 
H*(D)。 可 以 认为 , H*(a, b; X) RE LCa, b; X) 的 子 空间 .如 
果 对 于 任何 a <a <P 二 5, 有 fe Ha, Bs X) RTRA IO 有 
A BYR SR. WE {up (e)} Ha, p; X) 的 范 数 是 收敛 于 Lle, 
B; XY 中 的 fC) 的 Cauchy 序列 (unl 是 下 次 连续 可 微 的 ) ,我 们 
成 DIG) Cd), RIPO (s.d.)， 强 导数 是 弱 导 数 .读者 可 以 验 
证 (比较 第 ] 节 定 理 1), 如 果 f(z) 在 有 限 区 间 (a,6) 中 有 《 阶 强 导 
数 ,而 且 所 有 这 些 导 数 都 属于 L(a, b; X), 则 fe Ha, b; X). 

对 于 5(a) = LO) 一 0 的 任意 连续 可 微 实 信 函数:)， 和 任 
何 连续 可 微 的 vz), 下 面 的 关系 式 成 立 : 


(6.28) | WO, va 
——| (Ds vt a 


— | E), E Ods, 


其 中 w(t) 是 zx 的 弱 导 数 ， 通 过 完备 化 ,对 于 任何 ve H (a, b; X) 
它 也 成 立 . 
特别 地 ,如 果 we Hla, b; X), Bo = u, 则 我 们 得 到 


(6.29) CC) ux + (UE) WD) = E UO, ux 
LFE), 
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其 中 右 按 的 导数 是 《 实 值 函 数 的 ) 弱 导数 ， 
为 了 以 后 查阅 ,我 们 写 出 关系 式 


(6.30) (us), vx = (ule), v)x 几 平 处 处 (wd) 


Eve (6.28) 的 一 种 特殊 情形 ， 
我 们 现在 来 叙述 本 节 的 主要 结果 . 如 同 在 本 节 开 始 时 那样 ， 
已 知 两 个 Hilbert 空间 妃 和 VV， 在 VV 上 给 定 了 连续 双 线 性 型 的 族 
a(t; u, v) (一 co < <T, HTO <T < o). 我 们 假定 : 
(B) 对 于 了 中 每 个 xs v, AA 2G; u,v) RF O< 
t< T) ERAS) 次 连续 可 微 的 ,并 且 
(6.31) | |Dia(z; us v)| < M ijel] [lel 
(uE V, vE V, ORISA), 
(B) 存在 常数 1， 使 得 
(6.32) — Realt; u, v) + àle l > allel? 
(wEV, a 为 正 的 常数 ). 
定理 17 设 (8B,), (8B;) 得 到 满足 ， 而 gl) 为 满足 如 下 条 件 
HY BEI EX 
(6.33). g» g> ts g%(s.d.) 属于 L(—%,T; v), 
| gM)"=0 <9); 
则 存在 满足 如 下 条 件 的 唯一 函数 uC): 
(6.34) ai (s.d) 属于 L(—%, T; V), 
; ul) = 0 G@<0), 
HEREN ve V 有 


(6.35) alt; u(z), v) + A Cult), v) = Cg), v) Cw.d.). 


证 明 ”我 们 可 以 假定 + 一 0， 因为 在 相反 情况 下 我 们 首先 
作 变 换 w = ew, HE (6.35) EMH eG; us v) + alu, v) RE 
a(t; u, v) 的 等 价 问题 . 

为 了 证 明 唯 一 性 ， 我们 假定 8 二 0 而 证 明 u=0. 利用 
(6.30), 从 (6.35) 我 们 得 到 
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alt; at), v) + u(t), 2) 一 0。 
选取 v = ul), 然后 取 两 边 的 实 部 , 据 (6.29), 再 注意 到 


2 Re(u'(e), u(z)) 一 A NOID, 


利用 42 一 0 的 (6.32) 后 , 我 们 立即 得 到 
< ledo (w.d.). 


因为 对 于 : <0 ule) 一 0, 所 以 可 以 验证 ,几乎 处 处 有 G=, 
RY « 一 0( 见 问题 3). 

现在 我 们 证 明 存 在 性 . 首先 把 al(z; us v) 扩张 到 * ST CH 
问题 4), 议 便 对 于 一 00 二 :二 ORME (B,) (Bz) 仍然 有 效 ( 可 能 
有 不 同 的 常数 a 4, M )。 我 们 可 以 假定 1 一 0。 对 每 个 :, 据 (6.3) 
我 们 有 
(6.36) . alt; u, v) = (CA v))> 
鉴于 (4 一 04 的) (B); (B), FH AD 满足 关于 X=—V 的 引 理 
19, 20 的 假定 . | 

以 HACY) 记 D4CV) 的 完备 化 空间 。 考虑 到 引 理 20， 当 
ce-rip E HECV) BY, (6.20) 也 成 立 , 即 当 e77p E HIO) 时 有 


(6.37) Re |. Ce- DA PD) er Dp a 
> S|" herp d. 
WF Hy e'u € HAV) 的 函数 "的 空间 ,是 固定 的 ， 并 且 
Sr. RTA F RPO 
fall = AP heroa s 


其 中 Diu 是 强 导 数 ， 我 们 以 2@ 记 一 切 具 有 
eriDrtig€ L?(0, 0; H) 
的 pE F 所 组 成 的 空间 ,在 多 中 引进 范 数 
lp ll = {le + Depo) bY. 
(通过 把 Del), Dek) 按 瑟 的 固定 正 交 基底 展开 ,并 对 于 
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n 二 1 利用 第 2 节 定 理 2 的 推论 2, 我 们 就 得 到 : Ditp( 门 是 上 的 
连续 函数 ,因而 D*p(0) 由 ?唯一 确定 ,) 
对 于 ww€ F, pe ©, ZENERE 


E(u, p) 一 人 (CoD Au). eD) ae 


— |" (Due), De" D*w)] as 
FZ RES | 
L(p) = | (Cet Dtg), et D*pl))) dt, 
其 中 .gCz) MESAI RA ST PRGA RSME 
有 e UD g € L*(0, CO; V). | 
u —> E(u, p) EF LWERRECR. ET (6.37), BHF 
到 | 
Re ECP, p) 之 ACAIN Coy > 0). 
因此 可 以 应 用 定理 16. 由 此 得 出 ， 存 在 ue F ， 使 得 对 于 所 有 的 
?cg 有 
(6.38) E(u, p) = L(g). 
设 Z(z) EERIE C SHMM ,并 设 zG) 是 局 限于 0< 
t< oo R ZG. 我 们 定义 
(z = 0) 


0 
Y Ont, /RO— 1)! (¢>0), 
HR o = Yik z, 其 中 “*” 表 示 卷 积 。 于 是 
eT Dib € L?(0, ©) CESES?) 
pO =- = p POI, Dp =z, 
在 (6.38) 中 取 rt) - = pv, v E V, 我 们 得 到 


(639) | e-r (DACACu), vY) at 
| 一 | (Dtu(t), v)Dle7"* z(t) de 
一 = | ((D*g@), y))e ”z(t) dt, 
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设 当 * >on ae) 一 xD， 当 上 一 0 时 HO = 0， 类 似 地 定义 
g. 于 是 万 馈 一 (D*u)~(s.d.), 
”使 用 记号 


(fog) 一 | e@ae, 


我 们 可 以 把 (6.39) 写成 如 下 形式 
(DACCACOE, vY), eZ) — (DK, v), Dl eZ) 
| = (D*((B, v)), eZ), 
因此 ， | 
D'LC(AC)#, v)) + D(#, v) — (C, 0))] = 0, 

因此 得 出 ( 见 间 题 5) ,对 于 所 有 的 ve V 和 几乎 所 有 的 :， 有 
(6.40) (CA@ a, v)) + DG, v) = CZ, oY). 
把 (6.40) PRFO< t+ THA AC.36) RTF A x 满足 (6.35). 
Mh u 的 定义 ,显然 它 满足 (6.34). 

附注 当 有 一 0 时 ,定理 17 的 唯一 性 论断 仍 为 真 。 但 其 证 明 
更 为 复杂 .将 来 也 不 会 用 到 它 . 
7. 抛物 型 方程 的 第 一 初 值 边 值 问 题 

在 这 一 节 里 ,我 们 将 对 于 
(7.1) v = H”(D), H = LD) | 
应 用 定理 17， 其 中 也 为 R" WERK. alt; usv) 对 于 有 
Ax 0 委 上 委 了 上 的 每 一 个 上 值 是 关于 uve VIRREN, 
并 假定 : ， | 
(ED tees uso) 关于 0 St ST) ERRER i 

的 , 且 对 于 所 有 了 中 的 uso A 

(7.2) [Dias u, 0)|<Mlalllel (0 S4 <k). 

(E) 对 于 所 有 的 ye 了 :有 

Re a(t; u, v) > a|| ||? (e 为 正 的 常数 ). 

据 第 6 节 引 理 17, 对 于 任何 fe H,V 中 存在 唯一 的 元 素 st 
得 对 所 有 ve 满足 | | 
a(t;u,v)=(f>0)> 
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并 且 
AC) = f, 
其 中 AG) H alt; u,v) na alu, v) 的 (6.5) 定义 . 令 
= A“); 
并 假定 
(BE) 对 任何 fE H’(D) (p = 0, I, 2,***7), Aaf 属于 
H+?(DD), 且 谢 数 1: 一 4D)f 是 从 [0,T1] 到 H+?(D) 
的 & 次 连续 可 微 的 ,并 且 对 所 有 的 0 委 上 委 了 工 ;有 
| DiA~ (2) f |amap const. |f] (0 一 0。1，……，K). 
在 第 6 节 里 已 引进 记号 HR(a, b; X). 现在 作为 Ho, 
T; X) 的 子 空间 我 们 引进 HiO, T; X), 它 由 一 切 
v(t) = 0 (—0% <=<:< 0) 
的 函数 v(z) 组 成 。 据 假定 (E,) 推 出 ,fC2) > ATE) FORMA, | 
T; H*(D)) 到 ACO, T; Hw1?(D)) 和 从 AGO, T; Hi?(D)) 到 
H3(0, T; H*?(D)) (p 一 0, 1,. ,r+) 的 连续 线性 映射 . 
定理 18 it CE.)—CEs) 及 (7.1) 成 立 , 并 设 对 某 个 《之 1， 
r 之 0 有 fe Hs(0, T; H"(D)), 则 存在 唯一 的 函数 x 满足: 
ue HCO, T; V), 
ult) E dCACD) 几乎 处 处 H Aue L7(0, T; H), 
AUO HO 几乎 处 处 《w.d.). 
这 个 解 有 如 下 性 质 : 
GQ) 40<r<mitt, ue HCO, T; H*(D)); 
Gi) 4m<r<3m},a€ HO, T; H"(D)).BR>S2 
则 还 有 ue HO, T; H"(D)), WER (2m, 
4m), (3m, 5m) 等 中 的 + 有 类 似 的 性 质 . 
HE WH 在 在 性 和 唯一 性 从 定理 17 得 出 . 我们 写成 . 
(7.3) uli) = AFOGA — e'O). 
因为 fe HIO, T; H(D)), w € HYCO, T; H”(D)), MAH 0 < 
r< mit, f— u 属于 a0, T; H(D)), AB (7.3) 和 定理 18 
前 面 的 附注 ,就 得 出 (i)。 
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FOR MR m <r <S 3m, Nf — u RT HTO, T; H"(D)), 
因此 we HIO, T; H”C(D)). ea OR RS 2, Mjw e HTO, 
T;W"(D)) Pet 一 w RTF HCO, 了; H(D)). Albae He? 
(0, T; H"*"(D)), Gi) EE. 于 是 对 于 区 间 (2m, 4m)，(3m， 
5m) 等 等 中 的 r 应 如 何 逐 步 地 进行 已 是 清楚 的 了 . 

可 以 证 明 〈 见 问题 7), 如 果 we Hi(0, T; HI(D)), 则 ué Hi 
(0), 其 中 8 一 D x [0, T]. 利用 第 2 节 定 理 2 的 推论 2, 我 们 
得 出 : i 

推论 对 任意 正 整 数 Y， 存 在 正 整 数 & 和 r+， 使 得 在 假定 
(E,)—CEs) RFX k, r 成 立时 , 则 定理 18 的 解 * 属于 CB), 
其 中 8 一 D x (0, T) | 

现在 考虑 D X (0, T] 中 的 复 系 数 抛物 型 方程 


(7.4) St — PCs, Ls D,)u +f. 


(在 Petrowski 意义 下 ) 一 致 抛物 性 的 条 件 是 和 一 P 为 强 椭圆 算 子 
的 条 件 相同 的 . | 
和 (7.4) 一 起 , 我 们 考虑 初始 条 件 


(7.5) u(x, 0)=0 (xe D), 
和 边界 条 件 | 
(7.6) Dules 2) = 0 


(x€8D,0<1t1<T,j =0,15::-,m—1), 

其 中 2m ce P ROBY il » 为 OD 的 法 线 ， 求 解 (7.4) 一 (7.6) 的 问题 
称 为 (初始 和 边界 数据 为 零 的 ) 第 一 初 值 边 值 问题 . | 

如 果 w 对 x 的 所 有 首 2m 阶 导数 和 zx 对: 的 一 阶 导数 在 L Dx 
(0, T] 中 都 是 连续 可 微 的 , 且 (7.4) 得 到 满足 ,我 们 就 说 x 是 (7.4) 
的 古典 解 。 此 外 ， 如 果 w 对 x 的 所 有 首 m 一 1 阶 导 数 对 于 任何 
6 0 在 D Xx [se, T] 内 一 致 连续 ,4 在 DD x [0,T] 上 连续 , H 
4 5)» (7. 6) 成 立 ((7.6) SE EX): 我 们 就 说 « 是 
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形 给 出 弱 解 的 概念 . 

我 们 用 在 第 3 节 中 使 Blo, oz] 和 并 联系 起 来 的 方法 ( 见 (3.97) 
使 双 线 性 型 a(t; u, o) 和 P 发 生 联 系 .。 BRE] Girding ASR, 
(6.32) 满足 . 在 求解 第 一 初 值 边 值 问 题 时 , 我 们 可 以 假定 4 = 0， 
因为 在 相反 的 情形 我 们 可 以 先 作 变换 u 一 e*w。 于 是 我 们 可 以 
假定 CE,) 成 立 . 

对 于 任何 正 整 数 *, r, 如 果 P 了 的 系数 在 D x [0, T] 上 充分 
光滑 ,并 且 OD 充分 光滑 , 则 (ED) 得 到 满足 . 据 第 5 节 定 理 15 及 
其 推论 , (E) 也 成 立 ， 应 用 定理 18 及 其 推论 ,我 们 看 到 ， 那 里 所 
建立 起 来 的 唯一 解 xx 1) 是 方程 (7.4) 的 ” 弱 " 解 ， 对 每 个 上 CB 
FA”), ERT BO, T; Hm”(D)), 且 它 在 D x [0,T] 上 具有 
HFN pA, AE ko, ro kht, N> o., 因此 * 是 
(7.4) 的 古典 解 。 考虑 到 第 2 节 3 引 理 12, x 在 通常 意义 下 满足 
(7.6). 最 后 ， 从 H3O, T; V) 的 定义 和 w(x, t) 关于 + ;的 连续 性 
可 知 ，(7.5) 也 得 到 满足 . 

”注意 ,如 果 f 在 D x [0, T] 上 充分 光滑 , 且 对 某 个 充分 大 的 
No E | | 


i . 
(7.7) EREC) — 0 (x€ Dy 7 = 05 1,°°+5 No), 


” 则 假定 fE HiO, T; A(D)) 得 到 满足 . 

我 们 把 这 些 结果 总 结 如 下 : 

定理 19 设 在 DX[0, T] 上 (7.4) 为 一 致 抛物 更 方程 ,假定 
PHARM DX [0, T] 上 充分 光滑 , 根 条 件 得 以 满足 , H 8D 充 
分 光滑 , 则 对 于 满足 (7.7) 的 在 D x [0, T] 上 充分 光滑 的 任何 函 
数 了 第 一 初 值 边 值 问题 47.4) 一 (7.6) 存 在 (唯一 古典 解 w(x, 1)). 

RROD, f MP HARARE tE (KTF p) HATES 
大 的 No RRT p) (7.7) RA WA FETA ERER p > 0, u 
属于 Cr*(D x [0, T)). 

现在 我 们 改进 条 件 (7.7). 设 * 为 (7.4) 一 (7.6) GED x [0， 
T] 上 ) 的 光滑 解 。 WERA B = {(x, 0); rE 8D} 的 点 上 (7.4) 
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也 得 到 满足 ,利用 (7.5), (7.6) 我 们 得 到 ,对 于 xc OD, f(x, 0) = 
0。 于 是， 按照 上 面 所 用 的 方法 ，f 被 看 作 是 Hilbert SRI 
f(z)、 因此 ， 把 必要 条 件 f = 9 强加 于 8B 上 的 合理 方法 似乎 是 要 
K0) =0. 可 是 这 意味 着 对 所 有 的 rE D, f(x, 0) = 0. 于 是 
由 (7.4) 得 出 ,对 xe 了 ,8x(r, 0/02 一 0. 其 次 ;(7.4) 对 上 微分 一 
次 ,并 和 象 以 前 那样 进行 下 去 我 们 就 得 到 ,在 D 上 f(x, 0)/0r = 0, 
现在 可 以 清楚 地 看 到 ,作为 前 述 方法 得 以 成 立 的 必要 条 件 的 (7.7) 
是 怎样 得 出 的 . 

如 果 我 们 希望 (7.4) 一 (7.6) 的 解 在 D x [0,7 了 ] 上 光滑 ,那么 
我 们 必须 要 求 〈 对 于 适当 的 N) 对 于 x€ 8D, DiD, 0) 一 0 
(i, 7 一 0，1,-……，NVo。 引 进 略 强 一 些 的 条 件 : 对 于 在 OD 的 其 
个 邻 域 中 的 > 


j (x, | . 
(7.8) fxs 0) = 0 (0 <15 No). 
我 们 将 证 明 如 果 以 (7.8) RE (7.7) EA 19 仍 为 真 . 把 了 分 成 和 
有 十， 其 中 天 满足 (7.7), MHOD x [0, 了 了 ] 的 近 傍 /为 零 . 设 


KGCxr t; a r) 为 《7.4) 的 基本 解 , 则 
u21) = — | |, K(x, t; E DCE» rdEdr 
满足 | 
Bu, 
Oz 
并 且 当 :一 0, 而 x 限于 6D 近 傍 时 ,w(x,zt) 和 它 的 某 些 导数 一 起 
ATÆ. 设 w 为 (在 96D x (0, 7T7] 上 ) 具 有 和 同样 的 Dirichlet 数 
据 ， 使 得 [6w/6: 一 Pw] 满 足 (7.7) 《有 不 同 的 No) AR. HE 


理 19 ,方程 


Ot L PCat, De) + [SY — Plast, bow] + 


= P(x, Ís D, )ui 十 ho MEF 0) = 0, 


存在 满足 (7.5), (7.6) 的 解 .很 清楚 ,x = u — w +u E C.A) 
一 (7.6) 的 解 .因为 它 的 各 个 分 量 在 D x [0, T] 上 是 光滑 的 ,所 以 
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CED x 50, T] 上 的 光滑 通 数 . 于 是 我 们 证 明了 : 

定理 19 的 推论 MR FASB f oe (7.8) RER ee 
(7.7), 则 定理 19 仍 为 真 . 

附注 。” 如 果 用 非 齐 次 条 件 来 代替 条 件 (7.5), (7.6) , 则 通过 
引进 满足 这 些 条 件 的 函数 B@， 并 考虑 x 一 BB， 我 们 就 可 以 把 定理 
19 推广 到 非 齐 次 的 情形 . - 


8. 高 阶 方程 的 进一步 结果 


RMA. he 满足 抛物 型 方程 


和 


(8.1) 2 一 = P(x,t, D,)u + f(x, £) 
t 


CE Q = DX (0, co) 中 ) 
和 在 OD x (0, ©) 上 的 边界 条 件 


int 
(8.2) oe 一 = p(z) GG=0,1,...,m— 1), 


其 中 2m 为 P 的 阶 ， 为 简单 计 , 假 定 P 有 实 系数 . 可 以 证 明和 第 六 
章 相 类 似 的 结果 : 如 果 当 上 一 co 时 , 按 某 种 适当 的 意义 | 
(8.3) p(x, 2) — pe), Fæst) > fe), P(x,t, 5) > P(x, E), 
则 当 :一 co 时 也 有 


| lele, t) — v(x) | dx —> 0, 


其 中 v(x) 是 如 下 的 Dirichlet 问题 的 解 : 
(8.4) P(x,D,u=—f@) 4D, 


(8.5) oe = oi) 在 6D 上 (Gi =0,1,-+-,m—1), 
p! 


除 各 种 各 样 的 可 微 性 假定 外 ,还 假定 工 是 正 的 ， 即 存在 某 个 正 的 常 
数 y， 使 得 对 于 任何 在 8D LHR 一 1 阶 法 向 导数 都 为 零 
的 实 值 消 数 Pe c™(D), 


(8.6) — | p(x)PCz, t, D,)p(«)dx 
>r | CION 
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是 成 立 的 。 

在 关于 (8.3) 中 收敛 性 质 的 进一步 假定 下 ,可 以 证 明 当 :一 % 
时 ,在 如 中 一 致 地 有 

(xy t) —> v(x), 

可 以 象 第 六 章 那 样 把 这 些 结果 推广 到 非 柱 形 区 域 . 至 于 详细 
的 陈述 和 证 明 , 见 437. 
后 向 抛物 型 方程 的 唯一 性 ， 类 似 于 第 六 章 第 7 节 的 如 下 结果 
mF u 是 抛物 型 方程 

Se me PCy ts D,)u (在 D x [0， T] A) 


满足 在 OD X (0, T] 上 的 边界 条 件 
Olu 
Ovi 
的 解 , 其 中 2m PAB. 如 果 对 于 x*€ D, A ulr, T) = OME 
DX [0, T] H ulr, 2 至 0。 这 里 假定 忆 是 一 个 阶 数 不 超 过 着 
的 算 子 和 一 个 自 伴 算 子 的 和 .其 细节 , 见 78), [1]. 关于 把 第 六 
BS 8 节 的 结果 推广 到 高 阶 抛物 型 方程 , 见 [1]. 


= () CG = 0, 1,°---,m— 1) 


Oth Cx, 2) 的 解析 函数 , 则 抛物 型 方程 (8.1) 的 解 (我 们 已 经 知道 
它 是 2 中 的 无 穷 可 微 函 数 ) 是 * 的 解析 函数 ， 

可 以 陈述 更 确切 的 结果 ,我 们 首先 引进 其 些 记号 ， 

设 {Ms} 为 单调 递增 的 正 数 序列 ,我们 说 区 域 8 中 的 一 个 无 
穷 可 微 函数 属于 CÍM; 2m; OF 类 ， 如 采 对 于 2 的 任何 紧 子 区 域 
A, 存在 常数 Bo，B:，B:， 使 得 对 所 有 的 (4,064 有 

1D8DIz， 切 | < BoBLBY"'M igisime (OS p» |g! < 0). 
类 位 地 ,我 们 说 (x) € C{M,; D}, MA 

IDC] < BBM a O< la| <0) 

对 于 每 个 DD 的 紧 子 区 域 都 成 立 ， 读 者 可 以 验证 , 当 且 仅 当 IG) 是 
DD 中 的 解析 函数 时 , f(x) € CUL; D)。 
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现在 我 们 假定 对 于 所 有 的 0<;i< 和 pp 0<p<o， 


p 
(8.7) ( ) M ;M »-; S const.M p. 
i 


于 是 我 们 有 如 下 结果 : 


和 


pora Mı 一 了 | 给 出 对 于 解析 情形 (上 述 ) 定 理 的 改进 . 

[27] 在 主 系数 与 x 无 关 的 情况 下 给 出 了 标 有 着 重 号 的 论断 的 
证 明 ， 可 是 ,如 果 在 [27, $ 3] 中 所 用 的 关于 欧 几 里 德 范 数 (1xl? 十 
1 的 立方 体 由 关于 范 数 Cael? + lel“) HARKER, 
则 关于 一 般 情 况 的 证 明 是 完全 类 似 的 . 

标 有 着重 号 的 论断 对 于 抛物 组 也 成 立 (证 明 是 一 样 的 )。 它 对 
FABER C{M,; DIRE C{M,; 2m; O}) 的 类 似 论 断 也 
A. 特别 地 ， AR Ie Aa BSE T P(x, D Ds) 的 系数 是 解析 的 ， 


Le 


MEMO 则 这 个 结 $ 果 直到 边界 也 成 立 , 见 W, [88]. 


fa) 题 


1. 证 明 : 如 果 {4m} 在 Hilbert ZAH PRRATF “， 则 存在 一 个 于 序 
Bll {vm}, 其 算术 平均 序列 按 晶 的 范 数 收 伍 于 a. 


[提示 : 假定 《一 0。 令 mi =l (>m) 使 得 当 m> 时 ， 
oo, | | 
| (sm, s m) | <>: 
设 m,(>m,) 使 得 当 mom, bf, 


1 bee ati 1 
| C#m, > m) | <> [C#m =)| < 3， 


等 等 . 取 ty = tem, | 
2. 对 任何 正 数 >l, 引进 范 数 
1/P 
tls, = au(x)? dx 
lelne = { 2, hlora} s 
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通过 证 明 
lulj SE la]i + culo,p (e>0, p>l1) 
去 推广 第 2 节 引 理 8, Hh e 仅 依 赖 于 E, isp D, 
[提示 : 修改 引 理 8 的 证 明 ,] 
3, Wele L (a, b), 8 (4) EL (a, 6) (wd), 并 假定 在 (a, 4) 中 几乎 
处 处 有 a(t) S0, o'(4)<0, ME TERIA (45 ¢) (zs<c<5) 中 g(t) 二 0。 试 证 
明 在 〈e，2) 中 几乎 处 处 有 eC) = 0, 


[提示 : A(t) = | ef(r)ar 满足 一 2(w.d.)。 推 出 几乎 处 处 有 
g(t) = A(t) + const., 
并 注意 到 常数 为 零 .] 


4. TEAR: 满足 (第 6 节 的 )(B,), (3;) 的 双 线 性 型 alt; a,v) 可 以 扩张 
到 了 <z< co， 使 得 扩张 后 的 双 线 性 型 在 一 co < 上 <o0 中 满足 (8,)、《B,) 《可 
REA A aa Fa Ke 4, M). 


a(T3 uyo) + 64) ERT pia(Ts w, v) 
?=1 } 
扩张 a(t; ty 2), | 


5. 证 明 : 如 果 CLD), HAD f AB oR -MHBSREE, 
如 果 所 有 的 OR BSRMBYS, WW f 是 次 数 不 超 过 z 的 多 项 式 . 

(HR: 平滑 算 子 Lt 是 次 数 不 超 过 的 多 项 式 .1 

6. 设 P 为 实 系 数 的 抛物 算 子 ,，(8.6) 成 立 。 设 * 是 (8.1) 和 (8.2) 
(gj 三 0) Æ C*™(2) 中 的 解 , 当 1 一 co 时 有 


| (Kes Dyd, 
“ 和 是 实 的 。 试 证 明 当 + 一 co 时 
| (H(#54))%dx—0, 
[提示 : 令 HC) = | (wz 六 az， ef) = | Ce, Dex, 利用 (8.6) 
导出 : 
b(t) + 2rG(t) < 2 [Ce tule, tae; 
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a 


于 是 , 0) trei el). WAE.) 
7、 试 证 明 : 如 果 we Ha, b; HI(D)), W] uE HI(0), 其 中 9 = Dx (a, 


b); 更 确切 些 就 是 ,在 Hi(9) 中 存在 函数 U(x, +), 使 对 每 一 个 1, 作为 HID) 
的 一 个 元 素 , 它 等 于 #0). 
[H É HID) 中 把 u = u(t) = (x,t) BRR alt) = D>) wo 人 (tjcm 的 
形式 ,其 中 {cw} 是 Hi(D) EZEN. Halt) = (H(t), en)? Æ LCa b) 中 有 
j 阶 强 导 数 , 且 在 M/C D) 中 
pi) = >) [Diuslla (is 让 


&W =Hi(a, b, Hi(D)), HU lw 记 这 一 空间 的 范 数 ， 则 
。 F 
o> juli = D) | TID) PY a 


= DD lo) ba. 
m=1 j=0"" 


N 
对 任何 M<N, Unn (x5 t) = >) um(1)cm(*) 属于 Ri(9)。 且 当 M 一 co 时 


lUun (x, 4) | S] Uml, 4) | w0, 
因此 ,在 Hi(9) 中 存在 函数 U(x,t), 使 当 N 一 co 时 |Uin(x, t) — U(x, 2) [8 
0。 据 Fatou 引 理 ,对 于 几乎 所 有 的 : 


lim inf | [Un(x, t) — U(x, Dl dx = 0, 
注意 到 对 于 每 一 个 1, No 时 
| [UNnCx, 4) — U(x, t) |? dx-0 
就 推出 对 几乎 所 有 的 to 几乎 处 处 有 U(x,:) = u(x, t),] 
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附 录 
非 线性 方程 


方 括号 中 的 数字 指 附录 的 文献 ， 

这 里 我 们 将 给 出 关于 任意 多 个 变数 的 二 阶 非 线性 顶 圆 型 和 抛 
物 型 方程 理论 最 近 发 展 情况 的 简要 说 明 . 在 这 个 发 展 中 , 解 的 
Holder 指数 和 Holder 系数 的 某 些 先 验 估计 起 着 十 分 重要 的 作用 ， 
我 们 首先 叙述 这 些 估计 . 在 R 的 有 界 区 域 8 中 ,考虑 形 如 


í) È glaw) 


的 椭圆 型 方程 ,并 设 oz OAR MRM. HLA TARY x € 8 和 
实 的 5, 有 


(2) aT! 2 ¿i S< pa aij(w)&iE; SA 2 Gis 


其 中 4 > 1 为 某 个 常数 . wri C1) 的 解 u 是 指 对 任何 pe CE(CG) 
PE 


ASH PS ARR u(x). 
定理 1 (de Giorgi) u(x) 是 (1) 的 解 使 得 


| wde < M’, 
则 存在 仅 依赖 于 1 和 > 的 下 的 常数 AT a(0 二 a 二 1), 使 得 


lul) —uly)| < oT [x — yf? 


对 于 任何 0 和 5 一 1 成 立 , 其 中 6 为 使 得 以 x 和 ? 为 中 心 ,8 为 半 
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径 的 球 位 于 8 内 的 正 数 . 
定理 1 应 属于 Giorgi? 的 ， 其 重要 特点 是 4 ,a 仅 依赖 于 4， 


在 带 形 区 域 0 < 上 委 了 内 ;考虑 如 下 形式 的 抛物 型 方程 
Ou _ = ô Ou \ _ 
(3) a 和 Dr Ox, aij(x> t) a) 0; 
并 假定 对 于 所 有 的 re R”, OS tT AXK E, 有 
(4) >) E S > EF DER <3) Ej» 


i,j=1 


其 中 和 > 1 为 常数 ， 此 外 ,假定 oz 在 整个 带 形 区 域 0 所 :< 了 
上 :, 比 方 说 ,有 三 阶 连 续 的 有 界 导 数 . 

定理 2 (Nash) 设 u(x, 引 为 (3) 在 0 万 :三 7 了 上 的 (证 
典 ) 解 , 且 lel <M, 则 存在 正 的 常数 4 和 a(0 二 a 一 1), 使 得 对 
所 有 的 O<r <r1<T, x€ R’, y € R” 有 


lu(x, 2), —uly,7)| 
< 


定理 2 (Nash) 设 w(x) 为 有 界 区 域 0 内 (1) 的 (古典 ) 解 ， 
并 假定 系数 or 充分 光滑 (比如 说 a€ C8)), BORY. 存在 
仅 依赖 于 +4， “WIEN HR AM a(0 二 «< 1)， ERHO A 
lul < M 时 , 则 对 于 8 内 所 有 的 + 和 y, 有 | 


[u(x) — uly) | < am (EF, 


其 中 d = min(d,, dy), W 4d; 为 从 * 到 8 边界 的 距离 . 

定理 2 和 定理 2’ 应 属于 Nash[14]，de Giorgi 和 Nash 所 用 
NAAR sce Ala. Nah 用 基本 解 获得 定理 2， 然 后 利用 定理 
2 推导 出 定理 2 . Giorgi 的 方法 较为 简单 ， 它 基于 选择 适当 的 试验 
函数 从 的 微分 方程 直接 得 到 的 不 等 式 . Moser [10] 得 到 了 de 
Giorgi 定理 的 较 简单 证 明 ， 
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Stampacchia [18], [19] 和 Morrey [9] 通过 进 一 步 推广 de 
Giorgi 的 方法 ,把 定理 1 ee MAANDE 
6) yo (aCe) an) + > bila) SE + cls)u 一 Ce， 


i j=l. 


其 中 系数 bj, c ATEA L’ 类 . Morrey ATRAIR, 
然后 在 关于 系数 很 弱 的 假定 下 解决 了 Dirichlet 问题 . Stampacchia 
[19] 考虑 了 Neumann 问题 . 

Ladyzhenskaja 和 Uraltseva [6], [7] 把 de Giorgi 的 结果 推广 
到 有 界 柱 体 {(z, 2); x€ 0，0 <: < T) 内 的 抛物 型 方程 


(6) > Z (ale i a) + > b,(x>5 t) oe 


+ c(x, t)u Se ye t)» 


和 革 些 抛物 型 方程 组 , Kruzhkov [542 也 见 Moser [1]) 把 Moser 
的 方法 推广 到 形 如 (5) 的 椭圆 型 方程 和 形 如 (6) 的 抛物 型 方程 (在 
有 界 柱 体内 ). Oleinik 和 kruzhkov [15] 把 定理 2 和 定理 2’ 分别 
推广 到 一 般 形 式 (5) 和 (6) 的 抛物 型 方程 (在 有 界 柱 内 ) 和 椭圆 型 方 
所 谓 古 典 的 Havnack 不 等 式 是 : 给 定 一 个 区 域 OCR”, H 
于 任何 紧 子 区 域 9,, 对 应 着 仅 依赖 于 O 的 正 的 常数 B, 使 得 不 等 
式 
(7) u(x) < Buly) 
对 于 2 内 所 有 ro y 和 所 有 在 8 为 正 的 调和 函数 成立，(7) 等 价 
于 | | 
(7’) max u S Bmin u. 

0 2 


Moser [12] 把 Harnack 不 等 式 推 广 到 (1) 的 正解 ,其 中 常数 B 
仅 依 赖 于 OF. 在 [13] 中 ,对 于 抛物 型 方程 (3) ,他 亦 得 到 类 似 
的 结果 .从 Harnack 不 等 式 很 容易 推出 de Gioryi 定理 . 
-de Giorgi 和 Nash 的 估计 和 它们 对 于 一 般 二 阶 方程 的 推广 ， 
以 及 Moser 的 Harnack 不 等 式 对 于 线性 和 非 线性 方程 都 有 重要 
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的 应 用 。 我们 首先 叙述 它们 对 于 线性 方程 的 某 些 应 用 . 

Morrey [9], Stampacchia [18], [19], Ladyzhenskaja 和 Ura- 
ltseva [6], [7], LAB Littman, Stampacchia 和 Weinberger [8] 
EMUT ATAU BT FA BAS ETS PBA EE RE I.E 
证 明定 理 1 的 过 程 中 ( 见 [3]，[10J) 得 到 了 一 个 不 等 式 ， 从 这 个 不 
等 式 可 直接 推出 下 面 的 Liouville WER., 

定理 3 设 w(x) 为 (1) 在 RP ANKE. EM FRAN xe R"， 
(2) 成 立 , 如 果 w 有 界 , 则 u = const.. 

借助 于 Harnack 不 等 式 可 推出 下 面 的 定理 ( 见 [12]). 

定理 4 设 w(x) 为 区 域 |x| > 1 中 (1) 的 有 界 解 , 且 对 于 所 
有 |x| >16 zr, C) 成 立 , 则 dim wu《x) FHE. 


在 [13] 中 所 证 明 的 Harnack 不 等 式 可 陈述 为 : 

定理 5 (Moser) 设 D 为 R" 内 的 区 域 , Do 为 也 的 凸 的 子 
区 域 ， 它 到 刀 的 边界 距离 不 小 于 za > 0). 当 x€D, O<7¢< 
T 时 w 是 (3) 的 正解 , ACR WFO? <<" <T, 
x € Dos x” € Dos 有 

o u(x’, t’) bx” — "|? er 

(8) 1 gC rA <A (a 一 十 i 十 1); 
KPAAMRMF 1,7 的 正 的 常数 . 

在 定理 5 中 仅 假 定 系数 oz HA WR. Bee 在 这 样 的 意义 
下 理解 .对 所 有 在 DX 0, NAR TED pte. A 

| È aj ot 2e + oe. p| dxat = 0。 

我 们 给 出 定理 5 的 推广 和 它 对 于 Cauchy 问题 正解 的 应 用 . 

考虑 抛物 型 方程 


(9) Lu= >) 2 gg 2) oe) + 37 bx, 1) M4 
ed Ox; i=l ， Ox; 


HBBE ajs 5b; 对 于 «6D, 0S: ST HAM BHR, (4) By LZ: 
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Ba 
hace 
a 


b HAR, B \ 
lox,2)| S BÈ. o 
MRE +E D, O<: T H ulr, t) 满足 (9)， 则 它 在 
Gi = {Cx, yst); x ED, OK y Ld, 0 <L TICHE d >d) 
内 也 满足 方程 | 
Gu 
(10) pà 3 mG KEND, gu) + > 2 by (a Dy Se) 


Oru Ou _ 
+> 2 (ey) 
etis}enteeh Ts i). 方程 (10) 有 形式 (3), 且 当 4 充分 
AN, BOY 


(GD o d<- min (+, +) 


时 , 它 在 Ga 内 满足 一 致 抛物 性 条 件 ( 即 类 似 于 C4) 的 条 件 》. 应 用 
定理 5 于 (10) 的 解 ,我 们 得 到 : 

定理 5 DER 内 的 区 域 , Do 为 到 的 凸 子 区 域 , 它 到 忆 
的 边界 的 距离 不 小 于 dz, 2 为 满足 (11) 的 任何 正 数 .如果 ?为 (9) 
在 zxED;0< 上 和 了 的 正解 ;, 则 对 于 任何 0 和 < 民生 上 二 上 和 了 ， 
x € Dy, x” E Do， 不等式 (8) Ril, 4 为 仅 依赖 于 2, Bs n 的 常 
B. | 

推论 1 如 果 第 一 章 第 6 和 8 AD BE CAY» (Ay) 关于 
D = R”, To 一 0, T, 一 了 得 到 满足 , 则 不 等 式 (2.4.14) RI. 

因此 ， 即使 省 略 假 定 (2 .4.7)， 第 二 章 第 4 iE 13 及 其 推 
论 2 仍 为 真 ( 见 第 二 章 第 4 节 最 后 一 段 )。 

证 明 ”只 要 对 Ze 十 证明 (2.4.14) 就 够 了 ， 其 中 ,由 (9) 
定义 ,而 co 一 396;/8x:， 事 实 上 , 对 于 一 般 的 c, 对 于 Lote 的 
证 明 可 由 第 二 章 第 4 节 定 理 12 前 的 断言 推出 . 

现在 , 据 第 一 章 第 8 节 定 理 15 ,作为 人: r) 的 函数 ， 

v(E, 7) 一 了 (0， t; &, 7) | 
满足 


s 40] e 


(Ly 十 co)t == 0 


的 伴随 方程 : 
D py ene 55) > Eo) Bet Be ~ 


用 一 + 代 z, 我 们 看 到 ,关于 D = R”, EWI D 和 充分 小 的 4( 依 
Hi lu.b.|2;|) 可 以 应 用 定理 5 取 x = 二 0，x” 一 二 ;我们 得 到 


v(E, r) > v(0,t — d*)exp \- A | et 


上 一 太一 了 
-t> Ër Sapa 3 
+ +1 (0O<r<i—d), 
因此 , 当 o<r 过: 一 2d, Wt T, EER’ 时 ， 
v(é, T) 之 4 exp | 一 4 -号 -|， 


其 中 了 为 正 的 常数 . (2.4.14) 证 毕 . 

推论 2 设 ( 由 (2.1.1) 给 出 的 ) 工 在 0 一 R x 【0,7T] 内 是 
一 致 抛物 的 ，a;;，、Bai;/6x4，b; ARRARIR E 
0 内 cc 二 0. mR Q = R” x (0, T] W Lu=0, Æ R” 上 
uCx, 0) = 0, H « ie (2.4.2), 则 在 ,0 内 ulz, t) = (), 

证 明 Aronson [0] EBA. RN (ETE « 视 为 基 种 更 弱 意 义 下 的 
解 ， 定 理 5 仍 为 真 . 于是， 特别 当 x(*，0) = 0, H4 up kF] 
r<0 fH u— 0(t <0) 时 ， 对 于 一 oo <<" ST, ERS mR 
Z. AWE HS. 现在 据 第 二 章 第 4 节 定 理 9, 在 @ 
内 w(x, t) 宇 0. 把 (c 二 0 的 )(2.1.1) 写 成 (9) 的 形式 , 并 利用 推广 
后 的 定理 5 就 得 出 ,在 任何 区 域 RX (0, Tol (To 二 了 7) A, 
u(x, t) S Boexp[Bo|x|71, 其 中 Bo, Bo 都 是 依赖 于 To RR. 
据 第 二 章 第 4 节 定 理 10, 在 2 内 x= 一 0. 

Aronson 已 证 明 ， 如 果 * 是 (3) 的 弱 非 负 解 , HER Lu 
Cx, 0) 一 0, 则 在 Q@ 内 xs0， 他 仅 假定 Aij 为 可 测 且 满足 (47).. 

现在 我 们 来 叙述 前 面 的 先 验 估计 对 于 非 线 性 方程 的 主要 应 用 
(和 得 到 它们 的 方法 )，Ladyzhenskaja 和 Uraltseva [5] 对 如 下 形式 
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的 拟 线性 椭 贺 型 方程 建立 了 存在 性 定理 : 
Aa ðu \ _ uu 

(12) D Gy (aens na) 说 f(x, > 2) 
其 中 u, = (Ou/Ox,,°-*, Ou/Ox_). Æ [6], [7] 中 他 们 对 于 形 如 

Saf Ou\ ðu _ hy 
(13) Do Ge (ules ts us u) SE) — GE = He 3 «) 
或 者 是 形 如 
(14) > REF fy Us uy) TAT fe Po “> ux) 


的 拟 线 性 抛物 型 方程 和 某 些 抛物 型 方程 组 建立 了 类 似 的 结果 . 
Oleinik 和 Kruzkov [15] 对 抛物 型 方程 


(15) D (alerts u) E) — aay ty u) Z = Kes ty us ts) 
j=l Ox; | 7 3t 


得 到 了 类 似 的 存在 定理 . 

在 [7] 中 的 关键 步骤 是 导出 u 的 先 验 界 , 其 中 «是 (14) 的 解 . 
用 推广 de Giorgi 的 方法 ，Ladyzhenskaja 和 Uraltseva 借助 于 在 侧 
边界 上 的 1. u. b lul 得 到 了 这 样 的 界 . 但 是 侧 边 界 上 的 量 可 
以 用 包含 极 大 值 原 理 的 S. Bernstein 方法 估计 [6] 中 对 (13) 
和 [15] 中 对 (15) 的 考虑 虽然 和 [7] 的 考虑 在 技巧 上 完全 不 间 , 但 性 
质 是 类 似 的 . 

[7] 的 结果 表明 ,特别 是 如 果 Ls S, d 充分 光滑 ,如 果 条 件 
(7.4.17) 由 如 下 条 件 来 代替 


eps w)| + | fas tyus w)| C + lol) 


+5 2 fess, u, w)| (1 + iwl) 
(16) < A(lul) A + wl}, | 
Ste, TEF w)| <A A + lepas 


(对 某 个 e> 0)， 
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则 第 七 章 第 4 节 的 定理 9 对 于 柱 形 区 域 仍 为 真 . 在 (7.4.17) RZ 
以 
《17) |f(x, tsu, w)| S AClul) A + [wi (对 某 个 e> 0) 
的 情况 下 ,该 定理 (对 于 柱 形 区 域 和 充分 光滑 的 工 ，5, yg) HAR. 
事实 上 ,这 是 由 Friedman [2] 对 任意 阶 半 线 性 抛物 型 方程 所 证 明 
的 在 在 定理 的 特殊 情形 . 

Serrin [16], [17] 在 研究 拟 线 性 粮 圆 型 方程 解 的 局 部 性 态 时 ， 
得 到 了 先 验 估计 的 另 一 种 应 用 .， 他 还 得 到 了 拟 线 性 方程 的 - 
Harnack KER. 

对 于 所 有 的 2< 00, 拟 线性 抛物 型 方程 的 解 可 能 不 存在 ， 例 
如 见 第 二 章 问题 8 ,也 可 见 [2]， Filippov [1] 和 Kruzhkov [4] 在 
n 一】 的 情况 下 ， 对 于 某 一 类 拟 线性 抛物 型 方程， 对 于 所 有 的 
z< co， 证 明了 解 的 存在 ， 由 1] 得 出 ， 如果 (7.4.17) 代 之 以 
lf(rst,4,~)| SAQU (1 + lwl) HRT e > 0)， 则 第 三 
章 第 4 节 定 理 9 不 复 为 真 . 
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文献 的 附注 


第 一 、 九 章 ” 拟 基本 解 方法 应 归功 于 Levi[75]。 Gevrey [48] 
对 于 aj = 8, Rothe [106] 对 于 与 上 无 关 的 系数 ，Dressel [20], 
[21] 对 充分 光滑 的 系数 ，Pogorzelski [96] 和 Aronson [3] 对 Helder 
连续 系数 构造 了 二 阶 抛物 型 方程 的 基本 解 . 第 一 章 中 的 构造 基 
本 上 基于 [96]. 任意 阶 抛物 型 方程 组 的 基本 解 由 Petrowski [95], 
Ladyzhenskaja [70], Eidelman [23]— [26], Slobodetski [112], 
Aronson[ 4], [5] 和 Pogorzelski [102], [103] 等 人 构造 ZE[95], 
[70], [23] 中 系数 仅 依赖 于 z, 在 [24] 中 系数 是 充分 光滑 的 ,而 在 
[25], [26], [112], [4], [5], [102], [103] 中 系数 都 仅 为 Helder 
连续 (基本 上 象 第 九 章 那 样 ). 

Mizohata [83] 用 半 群 的 方法 给 出 了 Cbuchy 问题 的 存在 性 . 
Tychonov [116] 对 热传导 方程 首先 建立 了 Cauchy 问题 解 的 唯一 
HE. Petrowski [95] 对 一 个 系数 仅 依赖 于 : 的 任意 阶 方程 的 有 界 
解 证 明了 唯一 性 .Ladyzhenskaja [70] 把 这 一 结果 推广 到 以 OL exp 
h|z|1]; g= 2p/(2p 一 1) 为 界 的 解 . 在 [23] 一 [26]，[112]， 
[4], [5] 和 Friedman 在 [34] 中 在 类 似 于 [70] 的 各 种 不 同 的 逐 点 
的 积分 增长 条 件 下 证 明了 一 般 抛物 组 的 唯一 性 定理 . 

Eidelman [24] (Fil HE ARE), Mizohata [84] 和 和 Friedman [29] 
《利用 先 验 估计 ) 证 明了 抛物 组 解 的 可 微 性 . 

一 般 椭 圆 型 方程 组 的 基本 解 由 Lopatinski 和 John 所 构造 , 见 
[58] ,[60] 和 已 给 出 的 参考 书目 。 第 九 章 问题 7 基于 [24] [29]. 

第 二 章 ” 枯 圆 型 方程 的 强 极 值 原理 应 归功 于 Hopf [51]， 对 
于 抛物 型 方程 的 强 极 值 原理 (1,2 节 ) 应 归功 于 Nirenberg [89], 
定理 9,10 归功 于 Krzyzanski[65], [66]， 定 理 13 归功 于 Friedman 
[34]。 定 理 14 由 Viborni[ 117] 和 Friedman [31] 所 证 明 . 定理 16 
应 归功 于 Westphal [120]。 定理 21 由 Hopf [53] 和 Oleinik [92] 
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所 证 明 ， 问题 2 一 4 基于 [54], 而 问题 5, 6 基于 [67]. 

第 三 ,四 章 ”二 阶 椭圆 型 方程 的 Schauder 估计 由 Schauder 在 
[108], [109] 中 得 到 。Miranda [82] 简化 了 他 的 证 了 明 ，Dougiis 和 
Nirenberg [19] 利用 Hopf [52] 的 方法 进一步 简化 了 这 一 证 明 , 并 
把 内 估计 推广 到 很 一 般 的 椭圆 型 方程 组 . Agmon, Douglis 和 
Nirenberg [2] 得 到 了 满足 一 般 边 界 条 件 的 椭圆 型 方程 组 的 边界 估 
计 ; 也 可 参见 Browder [11], [12]. 

对 于 二 阶 抛物 型 方程 ，Ciliberto [13] 在 一 个 空间 维 数 的 情况 
下 得 到 了 Schauder 型 估计 .在 一 般 情况 下 Barrarl6], [7] 得 到 
了 这 些 估计 , 而 Friedman [29]，[30] 用 更 简单 的 方法 得 到 它们 
在 [29] 中 推导 了 一 般 抛物 型 方程 组 的 内 估计 . 

在 第 3,4 节 中 所 介绍 的 连续 性 方法 基于 Friedman [30], EM 
应 归功 于 Nirenberg [91] 对 椭圆 型 方程 的 方法 是 类 似 的 ; 也 可 参 
W, Courant 和 Hilbert [17]. B= BBS 节 的 结果 是 基于 Friedman 
[29]; 所 用 的 方法 应 归功 于 Hopf [52] 以 及 Douglis 和 Nirenberg 
【19j 对 于 椭圆 型 方程 组 所 使 用 的 方法 ， 

至 于 Green 函数 的 参考 书目 , 见 [33]. 

第 四 章 的 材料 基于 Friedman [29], [30]. 问题 1 一 13 来 
H Friedman [33], 

至 于 用 类 似 于 问题 1—13 的 方法 去 处 理 Laplace 方程 见 
Kellogg i 63] 《这 个 方法 就 是 Poincaré 的 扫除 法 (method of bala- 
yaye)) 。 修 正法 应 归于 Perron, 见 Courant 和 Hilbert [17], Kellogg 
在 [63] 中 给 出 了 解 Laplace 方程 的 Dirichlet 问题 和 Neumann 问 
题 的 积分 方程 方法 。 而 Miranda [82] 是 对 一 般 二 阶 椭 圆 型 方程 
的 。 至 于 伍 函 数 的 细节 , 见 [63]. 

第 五 章 第 2 一 4 节 的 结果 和 问题 2 一 4 都 基于 Pogorzelski 
[98] 一 [101]。 对 于 椭圆 型 方程 的 类 似 于 第 2 一 4 节 的 结果 ， 见 
Miranda [82] 和 Pogorzelski [97], [104]. Tô 在 [55] 一 [57] 中 
用 所 基本 解 方法 构造 了 Green 函数 和 Neumann MX. 

Girand [49] 解决 了 椭 贺 型 方程 的 第 三 边 值 问题 . 这 个 问题 
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导致 的 积分 方程 不 是 Fredholm 型 的 .Bagni [94] 解决 了 热传导 
方程 的 第 三 边 值 问题 . Lipko [79] 概略 地 描述 了 一 般 二 阶 抛 物 型 
方程 的 类 似 结果 . Lionsf77] 处 理 了 更 一 般 的 问题 ,但 通常 理解 为 
在 某 种 广义 意义 下 的 解 . 

SRR 第 1 一 6 节 的 结果 应 归功 于 Friedman [35], [36], 
[43]。 第 7 节 的 结果 应 归于 Lees 和 Protter [73]. 第 8 VM 
果 应 归功 于 Protter [105]; 部 分 巧合 的 结果 由 Cohen 和 Lees[ 14] 
建立 ,特别 是 ,问题 7 基于 [14]. Agmon 和 Nirenberg [1] 研究 了 
常 微分 方程 和 Banach 空间 中 不 等 式 的 解 ,， 作 为 一 种 应 用 ,他 们 得 
到 了 各 种 不 同类 型 方程 解 的 渐 近 性 态 方面 的 结果 .Mizohata [85] 
证 明了 后 向 抛物 型 方程 Cauchy 问题 解 的 唯一 性 定理 . 

第 七 章 [1071 证 明了 Schauder 的 不 动 点 定理 . [74] 中 证 明 
了 Leray 和 Schauder 的 不 动 点 定理 . 第 2 一 4 节 的 结果 基于 
Friedman [32], 【42], 而 第 5 节 的 结果 基于 Friedman[ 37]. Kaplan 
[61] 得 到 了 拟 线 性 微分 不 等 式 解 的 渐 近 界 ，Cordes [151, [16] 得 
THAR ERDO + oki. Chae BRUT ee 
些 ， 他 的 结果 可 用 于 解 某 些 所 线性 椭圆 型 方程 . 

第 八 章 第 1—3, 5 节 的 发 展 应 归功 于 Friedman [38]— 
[41]。 在 第 4 节 中 所 给 出 的 方法 属于 Douglas [18]，Kyner [68], 
[69] 进一步 发 展 了 Douglas 的 方法 , 并 证 明了 非 线性 方程 的 存在 
定理 .至 于 其 他 方法 , 见 Kolodner [64], Sestini [110], [111] 和 
Oleinik [93], Oleinik 考虑 非 线性 方程 的 多 相 问 题 ,但 其 解 仅 在 某 
种 广义 意义 下 满足 边 坷 条 件 . | 

第 十 章 ” 弱 解 ， 强 解 和 平滑 算 子 的 概念 由 Sobolev [113] 和 
Friedrichs [45] 引进 。 Ehrling [22] 证 明了 引 理 8. 现在 的 证 明 
应 归功 和 于 Nirenberg [90], Sobolev 在 [113] 中 证 明了 定理 2. 用 
Hilbert 空间 处 理 Dirichlet 问题 由 Weyl [121] 所 首创 . Vishik 
[118], [119] 和 Garding [49] 发 展 了 它 ，[47] 中 证 明了 定理 4, 定 
理 5 由 Lax 和 Milgram [72] 引进 . Friedman [46], John [59], 
Browder[8], Lax [71] 和 Nirenberg [90] A RAEI A HER T CHa 
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圆 型 方程 组 ) 弱 解 在 区 域内 部 的 可 微 性 . 边界 近 旁 的 可 微 性 由 
Nirenberg [90] 和 Browder [9] 所 证 明 . 在 这 之 前 ，Morrey[ 86] 证 
明了 二 阶 椭圆 型 方程 组 直到 边界 的 可 微 性 . 

在 [2],[12] 中 不 仅 对 L? 范 数 ,而 且 对 任何 L? 范 数 建立 了 定 
理 13. 在 [2] 中 还 在 一 般 边 界 条 件 下 给 予 证 明 . 部 分 巧合 的 结 采 
” 击 基 他 作者 得 到 ,至 于 详细 的 参 芳 节目 见 [12] . 

第 1 一 5 节 基 于 Nirenberg [90], 而 第 6 一 7 节 基 于 Lions 
[77], Æ [76] 中 Lions 还 在 非 柱 形 区 域 中 解 了 第 一 初 值 边 值 问 
题 . 引 理 19 应 归功 于 Tréves [115; 102—104]. Browder [10] 
还 研究 了 (抛物 型 方程 ) 弱 解 的 存在 性 和 可 微 性 . Lax 和 Milgram 
[72] 用 半 群 方法 对 于 系数 仅 依赖 于 * 的 方程 解决 了 第 一 初 值 边 值 
问题 . Sobolevski [114] 处 理 了 一 般 变 系数 的 情形 ， 它 还 处 理 了 所 
线性 方程 . | 

Morrey [87] 和 Friedman [28] 建立 了 解析 的 非 线性 椭圆 型 
方程 的 解 直 到 边界 的 解析 性 . 
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